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Resumen 
 Este proyecto presenta la formulación de la Teoría de la Viga Generalizada (T.V.G.) 
así que su aplicación en el estudio de un perfil de sección abierta y paredes delgadas, 
similar a los que se fabrican con los procesos de laminación en frio.   
 La T.V.G. permite unificar las teorías clásicas para perfiles prismáticos en una sola 
expresión. Las teorías clásicas abarcan, de manera independiente, cuatro principales modos 
de deformación: el axil, la flexión según los dos ejes principales y la torsión.  En estos cuatro 
modos la sección se comporta como un sólido rígido indeformable sin que aparezca alguna 
distorsión. Mediante la T.V.G. es posible estudiar la totalidad de los modos de deformación, 
como, por ejemplo, los que comportan la distorsión de la sección. 
 La formulación de la T.V.G. se realiza en cuatro principales fases: en la primera fase 
se determinan las hipótesis propias a la T.V.G., en la segunda se deducen los movimientos 
de la sección compatibles con las hipótesis formuladas anteriormente. La tercera fase 
permite obtener la ecuación de equilibrio de la T.V.G. partiendo de los trabajos virtuales 
aplicados en la sección. En la cuarta y última fase se deducen los términos que intervienen 
en la ecuación de la T.V.G. de manera que se pueda aplicar a un ejemplo numérico. 
 La aplicación de la formulación en el análisis lineal de un perfil, permite visualizar las 
fases de cálculo así que la forma de los resultados obtenidos. Se enfoca este análisis al 
estudio de un modo de deformación distorsional antimétrico de la sección, ya que las teorías 
clásicas no permiten abarcar este caso. 
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1. Glosario 
, ,   Modulo de elasticidad, modulo elástico transversal, coeficiente de Poisson    Momento de inercia alrededor del eje  (eje fuerte) 	  Momento de inercia alrededor del eje 
 (eje débil) , ,   Espesor elemento, ancho del plano medio, longitud del perfil  , , 
 Ejes locales de la sección en el plano medio 
, ,  Coordenadas de un punto M del perfil 
, ,  Vector desplazamiento en la base (x, s, z) 
. , .  Componentes de membrana y de flexión de una variable .  
. , , . ,  Derivada primera y segunda de una variable .  respeto a    Coordenada  del nodo  .k ∑ .kk   Notación de Einstein para simplificar las sumas 
  Amplitud longitudinal del nodo    Función longitudinal lineal que en el nudo  vale 1 y en los otros nodos 0 !"#, !$# Tensor deformación, tensor tensión 
"%& , $%& Componente del tensor deformación y de tensión '(  Coeficiente de la tensión elástica de abolladura de una placa ')  Rigidez de placa a flexión $() , $*+, Tensión crítica, tensión admisible -  Esbeltez 
./, 0./ Momento elástico crítico, carga elástica crítica 0(),  Carga elástica critica por flexión según el eje      
0(),	  Carga elástica critica por flexión según el eje 
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0(),  Carga elástica critica por torsión según el eje    
0(),12  Carga elástica critica por flexo-torsión , 	  Momento alrededor del eje , momento alrededor del eje 
 ./   Longitud critica 
3* . .4 Matriz simétrica, el punto evita de escribir dos veces el mismo termino  5, 6  Funciones amplitud del desplazamiento /   Elemento de la sección discretizada 
7), 8), 9) Desplazamiento longitudinal, transversal del nodo / en la sección : ;<)  La rotación del elemento respeto a su centro alrededor del eje   
<)  El desplazamiento del centro del elemento según el eje  
<)  El desplazamiento del centro del elemento según el eje 
  
=)  Deformación transversal según le eje 
 del elemento /  una vez completado 
  el movimiento de solido rígido 
<)  Expresión continua del desplazamiento transversal según le eje 
 del centro 
  del elemento /  antes de la deformación 
><)  Expresión continua del desplazamiento transversal según le eje 
 causado  
  por la rotación ;<) 
)  Expresión continua del desplazamiento y/o deformación del elemento /    
  según el eje 
  
. ’  Designación de un punto después de la deformación 
;)  Angulo entre elementos de sección en el nodo / 
,)  Momento de reacción en el nodo / 
@%  Funciones de deformación 
A  Función de posición dependiente de la coordenada local  
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;%&  Influencia del giro del nodo B sobre el giro del nodo C 
,%&  Influencia del momento aplicado al nodo B sobre el giro del nodo C 
D%&  Función que relaciona el momento ,%& al giro ;%&  
D%&&  Función que relaciona el momento ,%& al giro ;%& en el nodo C 
%&%   Rigidez al giro del nodo B  sometido al momento ,%& 
E%  Giro del nodo B 
FG%&H  Matriz constitutiva del material que relaciona las tensiones con las   
  deformaciones 
G%&  Componente de la matriz constitutiva del material FG%&H 
IJ%&K, IL%&K, IM%&K, IN%&K, IO%&K  Matrices básicas de la T.V.G. 
IJP%&K, ILQ%&K, IMR%&K, INR%&K, IOP%&K Matrices básicas de la T.V.G. diagonalizadas 
J%&, L%&, M%& , N%&, O%&   Notación simplificada de las matrices básicas de la T.V.G. 
STT  Rigidez axial de la sección según el eje  
IJ%&K, IM%&K Matrices de rigidez a flexión 
UV  Numero de capas que componen el espesor  
V  Distancia entre el centro del espesor  y el centro de la capa W 
X  Vector proprio proveniente de la diagonalización simultanea de J%& con L%& 
-%  Valores propios asociados a los vectores propios X 
YV%, YZV% Vectores utilizados en la diagonalización de las matrices de la T.V.G. 
[%   Esfuerzo resultante en el modo B 
%   Momento calculado mediante la analogía asociado al modo B 
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%   Desplazamiento calculado mediante la analogía asociado al modo B 
$%)  La tensión  en el nodo / asociada al modo de deformación B 
\), ] )  Desplazamiento horizontal y vertical del  nodo / 
\%), ]%)  Desplazamiento relativo horizontal y vertical del  nodo / asociado al modo B 
%), %)  Desplazamiento absoluto horizontal y vertical del  nodo / asociado al modo B 
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2. Prefacio 
2.1. Origen del proyecto 
 La Teoría de la Viga Generalizada (T.V.G.) ha sido desarrolladla por el Profesor R. 
Schardt  y su equipo, en la Universidad de Darmstadt en Alemania.  Desde hace unos pocos 
años, los profesores N. Silvestre y D. Camotin, de la Universidad de Lisboa, están 
trabajando en esta teoría y en sus aplicaciones. Es en este contexto que el Departamento 
de Estructuras de la ETSEIB, ha realizado un primer estudio sobre la aplicación de la T.V.G. 
a los elementos finitos. Este impulso inicial ha sido acompañado por una serie de proyectos 
que, partiendo de los resultados de dicha teoría, han permitido crear programas de cálculo y  
enfocar la T.V.G. en aplicaciones concretas en el sector de la construcción. Si la ecuación 
fundamental de la T.V.G. es bien conocida, cabe remarcar que en el Departamento no se 
conocen perfectamente los diferentes pasos teóricos que permitan obtener dicha ecuación. 
El origen de este proyecto se encuentra principalmente en la voluntad de comprensión de la 
Teoría de la Viga Generalizada por el Departamento de Estructuras de la ETSEIB. Con este 
trabajo se desea aclarar los varios puntos que quedan oscuros demostrando integralmente 
dicha teoría y aplicándola a un ejemplo simple. De esta manera el Departamento de 
Estructuras de la ETSEIB tendrá a su disposición un complemento teórico que permitirá 
desarrollar con más facilidad nuevos proyectos de investigación. 
2.2. Motivación 
 Es cierto que por su dominante teórica y matemática este proyecto podía parecer 
poco atractivo. Afortunadamente mi gran interés por los problemas teóricos y mi voluntad de 
trabajar sobre un problema actual, me han dado la fuerza de lanzarme y de enfrentarme a 
los diferentes obstáculos que iba encontrado. Este proyecto me ha permitido acercarme al 
mundo de la investigación, de manera a confirmar mi voluntad en dedicarme a la 
investigación en el sector de las estructuras.  
2.3. Requerimientos previos 
 Se puede decir que los requerimientos previos para afrontar este proyecto son un 
buen conocimiento de las matemáticas y la geometría en el espacio, así como unos buenos 
fundamentos de resistencia de materiales y de mecánica del medio continuo. Es imposible 
afrontar los diferentes cálculos sin el conocimiento de un programa de cálculo matemático. 
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3. Introducción 
3.1. Objetivos del proyecto 
 La creciente utilización de perfiles de chapa laminados en frio en los varios sectores 
de la ingeniería, rende indispensable el desarrollo de un método de cálculo, de los mismos, 
que sea simple y preciso. Hasta ahora se han utilizado las ecuaciones provenientes de la 
teoría clásica para perfiles prismáticos, que no permiten abarcar todos los casos de 
inestabilidad y fallo. Para los cálculos más complejos, se suelen utilizar programas de 
cálculo por elementos finitos que no son siempre accesibles por las empresas y presentan 
una cierta complejidad. Es en este contexto, que se ha desarrollado la Teoría de la Viga 
Generalizada (T.V.G.) que, con ecuaciones simples, permite abarcar la totalidad de los 
casos de inestabilidad y fallo de piezas prismáticas de chapa laminadas en frio.  
 Este proyecto se centra en la formulación y deducción de la ecuación de equilibrio de 
la T.V.G. El objetivo fundamental es la explicación y demostración de la totalidad de las 
etapas teóricas que permiten obtener dicha ecuación de equilibrio. No es objeto de este 
trabajo el desarrollo de un programa de cálculo general que permita aplicar la T.V.G. a 
perfiles de sección compleja. La aplicación de la T.V.G. a un ejemplo, permite evaluar la 
exactitud de los resultados teóricos y en  ningún caso desarrollar un programa de cálculo 
general para perfiles de igual geometría. 
3.2. Alcance del proyecto 
 La teoría de la Viga Generalizada, se ha originariamente desarrollada para perfiles 
de chapa metálica laminados en frio. Varios estudio han generalizado esta teoría a perfiles 
formados por materiales sándwich con fuertes anisotropías [N. SILVESTRE, D. CAMOTIN, 
2002]. En este último caso, las ecuaciones obtenidas presentan algunas diferencias respeto 
al caso más tradicional. En este proyecto, se obtienen las ecuaciones para el caso más 
general (material sándwich anisotrópico), pero los resultados se aplican a un material 
elástico isotrópico lineal.  
 El análisis de un perfil utilizando la T.V.G. puede ser de primer orden, obteniendo 
tensiones y deformaciones pero sin abarcar el caso del pandeo, o de segundo orden, 
haciendo intervenir los fenómenos de inestabilidad. En este trabajo, se limita el estudio al 
primer orden, ya que el pasaje al segundo orden no presenta una real dificultad. 
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4. Objetivos de la Teoría de la Viga Generalizada 
4.1. Enfoque teórico 
 Antes de entrar en la explicación más detallada de la teoría de la viga generalizada 
es necesario comprender la razón por la cual esta teoría existe y presentar sus ventajas 
frente a los métodos de cálculo tradicionales. 
 Suponemos entonces una pieza prismática sometida a una carga determinada: el 
fallo de dicha pieza puede advenir de varias maneras en función del material y de la 
geometría. La determinación de la carga de fallo suele entonces obtenerse con la teoría 
clásica para piezas prismáticas o con el método de los elementos finitos. Este ultimo método 
pero, no permite calcular un perfil rápidamente ya que presenta una cierta complejidad. 
Igualmente, la teoría clásica para piezas prismáticas basada sobre el principio de la sección 
rígida no permite tener cuenta la distorsión de la sección ni el lugar de aplicación de la 
carga, por lo tanto, en ciertos casos, no es apropiada. La siguiente Fig.  4.1 muestra un 
ejemplo de carga no centrada. 
F
 
 La fuerza de la Teoría de la Viga Generalizada consiste en poder calcular un perfil 
prismático de manera muy simple, teniendo en cuenta la distorsión de la sección y el lugar 
de aplicación de la carga. Este cálculo, una vez realizadas algunas operaciones preliminares 
propias a un “tipo de sección “, se desarrolla con una facilidad comparable al de la teoría 
clásica para piezas prismáticas. Se puede entonces determinar con gran facilidad el tipo de 
fallo de un perfil aunque se trate de pandeo local, global o superación de límites de 
resistencia. 
Fig.  4.1. Ejemplo de carga no centrada en un perfil prismático en C 
[elaboración propia] 
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Interesémonos entonces en el mecanismo de fallo de un perfil sometido a compresión y 
veamos, más claramente, de que manera interviene la distorsión de la sección para la 
determinación de la carga crítica. La Fig.  4.2 presenta el modo de fallo de un perfil con 
sección en Z de acero laminado en frio.  
 
 
Se pueden observar en este grafico tres modos diferentes de inestabilidad del perfil: 
i. El pandeo local 
El cálculo de abolladura local se puede obtener con la teoría de placas aplicada al estudio 
de vigas. Se utiliza entonces la expresión de la tensión elástica crítica de abolladura:  
Fig.  4.2. Estudio de las inestabilidades de una pieza prismática de 
sección en Z sometida a flexión [1] 
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$()  '( ^_`TaTbc_ 32d4a        (4.1) 
Donde  siendo el espesor de la placa y  su ancho, se obtiene una tensión crítica $()  en 
función de un coeficiente '( que se determina en la siguiente Fig.  4.3. 
 
ii. El pandeo distorsional 
El pandeo distorsional es un modo de inestabilidad intermedio entre el pandeo local y el 
pandeo global. Se hace notar que puede aparecer para tensiones $() inferiores a las de 
pandeo local, por lo tanto la determinación de este modo de inestabilidad es esencial. 
La obtención de la tensión crítica se puede realizar únicamente mediante un estudio por 
elementos finitos o a través la Teoría de la Viga Generalizada. Como se puede observar en 
la Fig.  4.2, la sección no se mantiene rígida, por lo tanto la teoría clásica para perfiles 
prismáticos no es aplicable. 
iii. El pandeo por flexo-torsión 
Este modo de inestabilidad es el único que se pueda calcular a través de la teoría clásica 
para perfiles prismáticos. La sección se mantiene rígida pero puede desplazarse mediante 
rotaciones y translaciones. 
Para el cálculo de las cargas críticas elásticas de pandeo, por flexión (0(),, 0(),	), torsión 
(0(),) y flexo-torsión (0(),12), se pueden utilizar las siguientes formulas clásicas: 
Fig.  4.3. Coeficiente de abolladura '( para el pandeo de placas [2] 
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 0(),  ^_`efghi_           
 0(),	  ^_`ejghi_           
0(),  T)k_ . 3. l m ^_`enghi_ 4       (4.2) 
0(),12  Ta.o . p0(),	 m 0(), q rs0(),	 m 0(),ta q 4. v. 0(),	 . 0(),w  
Con    v  1 q 3	k)k4a 
 Con el objetivo de visualizar el efecto de los varios tipos de pandeo sobre una 
sección en C, se puede observar la Fig.  4.4 siguiente. Se nota que en el caso de la 
abolladura local solo intervienen los elementos de sección separadamente, las líneas de 
unión no se mueven. A lo contrario, en el pandeo distorsional las líneas de unión pueden 
moverse.  
a) b)
c) d)
 
 
Fig.  4.4. Ejemplos de deformada para una sección en C con a) configuración inicial,         
b) pandeo distorsional, c) flexo torsión y d) abolladura local [elaboración propia] 
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Antes de presentar el fenómeno de abolladura local sobre un ejemplo real, es interesante 
observar en la Fig.  4.5 de qué manera la teoría clásica hubiera sido inadaptada al estudio. 
0.5
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Fig.  4.5. Graficos de tensiones elasticas de pandeo teniendo cuenta a) de las teorias 
clasicas y b) de los otros modos de pandeo  [elaboración propia] 
a) 
b) 
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Se puede observar que al no tener cuenta del pandeo distorsional, la teoría clásica no 
permite estar en el sentido de la seguridad ya que podría aparecer una inestabilidad 
adicional debida a la posible distorsión de la sección. 
Veamos con un ejemplo que se entiende por fallo con distorsión de la sección. 
4.2. Aplicación a un problema real 
 Como ejemplo de lo que ha sido tratado anteriormente, se presenta el fallo de un 
perfil prismático convencional como el que se observa en la Fig.  4.6 siguiente. Se trata de 
un perfil en C de chapa de acero, fabricado por laminación en frio. Este tipo de perfil se 
puede encontrar, por ejemplo, en estanterías y correas para la cobertura de naves 
industriales. El conocimiento de su comportamiento bajo una carga determinada es 
indispensable para el proyecto de dichas estructuras. 
 
Se puede observar que el fallo adviene por pandeo distorsional. La sección no se desplaza 
como un sólido rígido sino que se deforma, aparecen entonces deformaciones de flexión de 
placa longitudinales y transversales. 
En este estudio se aplicarán siempre los conceptos teóricos a este mismo perfil para que se 
pueda tener una visión más completa y para que no se pierda de vista la dimensión practica 
de los varios modelos teóricos.  
Fig.  4.6. Fallo de una pieza prismática con perfil en C sometida a compresión [3] 
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4.3. Presentación de las varias fases del estudio 
 El objetivo de este apartado es de presentar de manera muy general las varias fases 
que se van a seguir durante este estudio. Es importante no perder de vista la razón por la 
cual se hace cada paso. 
Este estudio empezará con la presentación de las varias hipótesis necesarias a la creación 
del modelo. A partir de estas hipótesis, se obtendrán ecuaciones que, relacionadas de una 
cierta manera, permitirán llegar a la “fórmula general” de la Teoría de la Viga Generalizada. 
Esta última fórmula es la que se podrá utilizar en programas de cálculo sin tener que realizar 
todos los pasos intermedios necesarios a su formulación. 
La Fig.  4.7 siguiente permite visualizar con más detalle el camino que se va a seguir 
durante todo este trabajo. 
Presentacion de la T.V.G.
Hipotesis de la T.V.G.
Mecanismo discreto de deformacion
Equacion de equilibrio
Resolucion de la equacion de equilibrio
Interpretacion de los resultados
Aplicacion a un ejemplo
Mecanismo continuo de deformacion
 
Fig.  4.7. Esquema explicativo de las fases del proyecto [elaboración propia] 
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5. Hipótesis de la Teoría de la Viga Generalizada 
5.1. Presentación de las notaciones 
 La Teoría de la Viga Generalizada está fundada sobre una serie de hipótesis que 
provienen en parte de la teoría clásica de placas.  
La siguiente figura Fig.  5.2 permite definir las varias notaciones utilizadas. Se puede 
observar que el sistema de coordenadas local , ,  está centrado en el plano medio y 
sigue la geometría de la sección. De esta manera un punto , del plano medio, se define 
por su coordenada longitudinal , y por su ubicación en la sección . 
t
dx
ds
t
bi
S
x (u)
s (v)
z (w)
x
 
5.2. Las hipótesis de la teoría clásica de placas 
 Las hipótesis de Kirchhoff, habituales en la teoría clásica de placas delgadas son las 
siguientes: 
i. En los puntos del plano medio     0 (esta hipótesis no se aplica en esta teoría) 
ii. Todos los puntos contenidos en el plano medio tienen el mismo desplazamiento 
vertical z  "		  0 
iii. La tensión normal $		 es despreciable, 
Fig.  5.1. Esquema explicativo del sistema de coordenadas [elaboración propia] 
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iv. Los puntos sobre rectas normales al plano medio antes de la deformación 
permanecen sobre rectas también ortogonales a la deformada del plano medio 
después de la deformación. 
Estas hipótesis permiten simplificar parcialmente el tensor de deformaciones que en el caso 
más general se expresa de la siguiente manera: 
!"#  {" E| E	. " E|	. . "		}        (5.1) 
Considerando que la longitud de las fibras perpendiculares al plano medio no varía, se 
obtiene: 
"		  0          (5.2) 
La conservación de la  perpendicularidad al plano medio durante la deformación se escribe: 
E	  E|	  0         (5.3) 
Entonces el nuevo tensor de deformaciones simplificado es: 
!"#  {" E| 0. " 00 0 0}        (5.4) 
Como consecuencia de "		  0 ~   . , se obtiene que el espesor de la sección, no 
varía durante la deformación. La consecuencia de E|	  0 se observa en la Fig.  5.2 
siguiente. Las consecuencia de E	  0 es similar pero en el plano , . 
 
 
Se presentan entonces las hipótesis propias à la Teoría de la Viga Generalizada. 
s (v)
z (w)
s (v)
z (w)
s (v)
z (w)
sz 0
sz 0
Fig.  5.2. Consecuencia E|	  0  de  [elaboración propia] 
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5.3. Las hipótesis propias a la T.V.G. 
 La expresión de las hipótesis de la Teoría de la Viga Generalizada necesita la 
introducción de unas nuevas notaciones suplementarias. Así, se tienen que diferenciar las 
deformaciones en el plano medio, de membrana notadas . , y las que se sitúan fuera de 
este plano, resultantes de la flexión, notadas . .   
Hay entonces dos hipótesis principales: 
i. El plano medio de la sección no se estira ni se acorta durante la deformación en la 
dirección . Esta hipótesis puede resumirse con la siguiente expresión: 
 "||  0         (5.5) 
La Fig.  5.3 permite interpretar físicamente esta propiedad. Un elemento de ancho % 
conserva su longitud durante la deformación. 
s (v)
z (w)
s (v)
z (w)
bi
bi
 
 
 
 
ii. El plano medio del perfil no se distorsiona. De modo que se obtiene la siguiente 
propiedad: 
 E|  0         (5.6) 
 
La Fig.  5.4 permite interpretar físicamente el sentido de esta hipótesis. Se recuerda 
que la matriz de los desplazamientos es simétrica y por lo tanto:  
 E|  0 z E|  0       (5.7) 
 
s (v)
x (u)
s (v)
x (u)
s (v)
x (u)
0 0xssx
 
Fig.  5.3. Consecuencia de "||  0  [elaboración propia] 
Fig.  5.4. Consecuencia de E|  E|  0  [elaboración propia] 
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5.4. Observaciones sobre las hipótesis utilizadas 
 Para empezar este apartado más general sobre las varias hipótesis que han sido 
formuladas se recuerda la expresión simplificada del tensor de deformaciones: 
!"#  {" E| 0. "|| 00 0 0}        (5.8) 
Las otras propiedades propias a la T.V.G. afectan principalmente el plano medio del perfil: la 
membrana. 
"||  E|  E|  0        (5.9) 
Si ahora se evidencian los desplazamientos permitidos a un perfil respetando las varias 
hipótesis, se obtiene: 
i. La deformación longitudinal del perfil está permitida. 
"  0 ; "  0        (5.10) 
 
ii. Los elementos de la sección pueden flectar según el eje . Sabiendo que la 
deformación de membrana tiene que ser nula "||  0 y que a lo contrario la 
deformación en la sección no tiene porqué ser nula, entonces se obtiene que la 
deformación por flexión puede ser no nula: "||  0 
 "||  0 ; "||  0 z "||  0      (5.11) 
 
La Fig.  5.5 siguiente permite visualizar la coherencia de estas propiedades del perfil. 
s (v)
z (w)
x (u)
ss
M 0
ss
F 0
 
 
 
 
 
Fig.  5.5. Consecuencia de "||  0  [elaboración propia] 
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iii. La flexión alrededor de los ejes locales  y 
 está de acuerdo con las hipótesis "  0, "  0, por lo tanto estas deformaciones del perfil son posibles. 
El siguiente apartado tiene por objetivo la deducción de las relaciones geométricas y 
matemáticas necesarias a la creación de esta teoría. 
5.5. Propiedades de los desplazamientos en la T.V.G. 
 En la T.V.G. el vector desplazamiento expresado en la base local , , 
 se nota , , . Este vector desplazamiento representa el movimiento de un punto M del perfil, de 
coordenadas , , , durante la deformación. 
El valor de , ,  y la relación entre los varios componentes del vector desplazamiento 
son por el momento unas incógnitas que se determinarán con más precisión a lo largo del 
estudio. 
En la T.V.G. se utilizan dos propiedades importantes de este vector: 
i. Se considera que las incógnitas se plantean en el plano medio. El conocimiento de lo 
que sucede en el plano medio es suficiente para determinar lo que pasa en todo el 
espesor. Esta propiedad se demostrará a continuación. 
 , ,   ,          , ,   ,        (5.12) , ,   ,         
 
ii. Existe una relación entre los varios componentes del vector desplazamiento. Esta 
relación, empleada también en la teoría de la banda finita, considera que cada 
componente del vector desplazamiento es el producto de dos funciones 
independientes. De este modo, notando 5 una función dependiente de  que 
tiene por derivada primera 5,     se obtiene: 
 ,   . 5,        ,   . 5        (5.13) ,   . 5   
Donde la función 5 suele ser sinusoidal y donde los valores ,   y   pueden 
asimilarse a una amplitud. 
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A continuación se explica porque la expresión de 5 utilizada para definir ,  está 
derivada respeto a . 
Gracias a las hipótesis propias a la T.V.G. se sabe que E|  E|  0. Entonces: 
E|  0  q 3| m  4       (5.14) 
z    |  q     sabiendo que     ,   ,   . 5    (5.15) 
z    |  q. 5,    y con     ,   ,       (5.16) 
z   ,   . 5,         (5.17) 
De este modo, conociendo el valor de 5 se obtiene para un  determinado el valor del 
vector desplazamiento en todo el perfil. La Fig.  5.6 presenta esta propiedad por la función ,  en un punto de la sección %. 
s
x
z
w(x,si)
 
 
Fig.  5.6. Representación de ,   [elaboración propia] 
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6. Discretizacion de la sección y movimiento de 
solido rígido de sus elementos 
6.1. Enfoque teórico 
6.1.1. Presentación de los objetivos  
 El objetivo de la siguiente parte es de obtener el mecanismo de deformación de la 
sección. Para determinar este mecanismo se tienen que relacionar las deformaciones con 
los desplazamientos y encontrar ecuaciones que permitan regir este movimiento de la 
sección. La Fig.  6.1 presenta las varias fases que se seguirán para lograr este resultado. 
  
Relaciones entre desplazamientos y deformaciones
Descomposición de la sección en varios elementos 
Relaciones entre desplazamientos
Interpretación geometrica
Aplicación a un ejemplo
Mecanismo discreto de deformación
Nueva expresion de desplazamientos y deformaciones
 
Fig.  6.1. Fases para la obtención del mecanismo de deformación 
[elaboración propia] 
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Fig.  6.2. Relación entre ,  y ,   [elaboración propia] 
6.1.2. Relaciones entre desplazamientos y deformaciones 
 A partir de las hipótesis que han sido formuladas anteriormente es posible deducir 
una serie de relaciones entre los varios desplazamientos y deformaciones. Estas relaciones 
son las que se utilizan tradicionalmente en la teoría de láminas.  
Es importante notar que las únicas deformaciones que no son nulas son ", E| y "||. 
i. La deformación longitudinal " es la suma de la deformación de membrana " y 
de la deformación longitudinal en el espesor causada por la flexión ". Se puede 
entonces relacionar la deformación longitudinal de membrana con el desplazamiento , , que también está definido en la sección media. 
 "  " "          (6.1) 
 "  =,|b,|    ,      (6.2)  
ii. Es entonces necesario encontrar una relación entre " y un desplazamiento. De 
este modo se tendrá el valor de " perfectamente determinado. La siguiente figura  
Fig.  6.2  permite obtener la relación deseada. 
x
z
+
s
u
x
z
s x x+dx
w(x,s)
w(x+dx,s)
+
z
  
 
De esta figura se deducen las siguientes relaciones: 
  .          (6.3) 
*U  =,|b,|     z      q      (6.4) 
Que permiten la obtención de "  
"    	.  q __    z   "  q. ,    (6.5) 
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Fig.  6.3. Relación entre ,  y ,   [elaboración propia] 
iii. Otra relación que es necesario encontrar es la que relaciona "|| y "  con los 
desplazamientos. La siguiente Fig.  6.3 permite obtener este resultado. 
z
x s s+ds
w(x,s) w(x,s+ds)
+
s
 
 
De esta figura deducimos las siguientes relaciones: 
   . Z         (6.6) *UZ  ,|=|b,||  Z   z    Z  q |  q,|   (6.7) 
 
Que permiten la obtención de "|| , 
 "||  |    z   "||  q. ,||       (6.8) 
 
Se recuerda que "||  0 
 
iv. La ultima relación que se tiene que encontrar es entre E| y los desplazamientos. 
Sabiendo que E|  E|  0, es entonces necesario encontrar únicamente una 
relación para E|. 
 
Sabiendo que: 
 "|  Ta 3| m 4        (6.9) 
 
Se puede exprimir E|: 
 E|  q 3| m 4  q 3	| m 	 4  q  | 3 4 m   3| 4 (6.10) 
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Por lo tanto, considerando la conmutatividad de la función derivación se obtiene: 
 E|  q2 _|  q2,|       (6.11) 
 
Se nota que en   0 la relación es coherente: 
 E|  0  E|  0       (6.12) 
Se han determinado relaciones entre todas las deformaciones y los desplazamientos. En el 
siguiente apartado se descompone la sección en varios elementos. Se podrán entonces 
encontrar relaciones entre los desplazamientos.  
6.1.3. Discretización de la sección 
 Hasta ahora, se ha trabajado con una sección continua de espesor  y se ha puesto 
en evidencia el plano medio de la sección. 
A partir de ahora, se descompone la sección en U  elementos rectos de longitud  y de 
espesor   que están ubicados en el plano medio. Cada vez que dos elementos se 
encuentran se obtiene un nodo /. La siguiente Fig.  6.4 permite comprender esta 
descomposición. 
t1
t2
tr
tr+1
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A causa de la discretización de la sección, la expresión de los desplazamientos y 
deformaciones varía. El apartado siguiente permite la reformulación de las expresiones 
precedentes teniendo cuenta dicha descomposición. 
Fig.  6.4. Discretización de la sección  [elaboración propia] 
Pág. 30  Memoria 
 
6.1.4. Nueva formulación de desplazamientos y deformaciones 
6.1.4.1. Reformulación de los desplazamientos 
 La reformulación de los desplazamientos  , , ,  y  ,  en esta nueva 
sección  necesita el conocimiento de la función 5 y de las funciones ,  y  
que pueden ser interpretadas como amplitudes. Se empieza con la determinación de . 
En esta nueva sección, s se aproxima a una función continua que tiene un 
comportamiento lineal entre dos nudos . De esta manera, conociendo la amplitud de la 
función en cada nodo, se define totalmente la función s. Se escribe entonces: 
  ∑ . TT         (6.13) 
Donde,  es la amplitud del desplazamiento del nodo  ubicado en la coordenada    . Igualmente,  es la función lineal entre dos nudos que tiene como valor 1 en el 
nodo  y 0 en los otros. Es importante remarcar que  está definida únicamente en los 
nodos y por lo contrario  está definida en toda la sección. 
     1    0¡         (6.14) 
La representación de la Fig.  6.5 siguiente permite visualizar el valor de esta función donde 
los valores de     1, ósea, TT  1…¢¢  1. 
u(s1)u(s2)
u(s3)
u(s4)
u(s5)u(s6)
 
 
 
 
Fig.  6.5. Representación de la función   [elaboración propia] 
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Por lo tanto si se conoce , entonces es posible definir ,  de la siguiente manera: 
,   . 5,  ∑ . TT . 5,    
 z  ,   ∑ TT . . 5,     (6.15) 
 z  ,   ∑ TT . 6,     
Donde: 
6,  . 5,       (6.16) 
Utilizando la misma demostración que para , , se obtiene: 
£  ,   ∑ TT . . 5,  ∑ TT . 6,,   ∑ TT . . 5  ∑ TT . 6,   ∑ TT . . 5  ∑ TT . 6 ¡  (6.17) 
Pero esta vez las funciones  y  no son funciones lineales entre dos nodos pero 
tienen una forma que se determinará más adelante. 
La interpretación física de estas funciones se puede observar en la siguiente Fig.  6.6 donde 
se ha representado una sección formada por dos nodos en la cual el nodo 1 tiene una 
amplitud de desplazamiento longitudinal diferente de la del nodo 2. El perfil representado 
tiene una longitud . 
£ 3ga , T4  S 3ga , a4  J¡                   ;  S  J      (6.18) 
Se recuerda que 5 suele ser una función sinusoidal. Entonces: 
 , T  S. .¥ , a  J. cos ¡        ;  S  J      (6.19) 
Y para T ¦  ¦ a la relación es lineal.  
Para representar la función , , se dibuja su valor fuera del plano. La razón por la cual 
se ha escogido esta representación viene de una voluntad de claridad del dibujo. 
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6.1.4.2. Reformulación de las deformaciones 
 Se ha visto como se expresan los desplazamientos en esta sección discretizada. 
Sucede lo mismo con las deformaciones que se expresan entonces a partir de estos 
desplazamientos. 
Se empleará la siguiente notación  para simplificar las expresiones (Notación de A. Einstein): 
.   ∑ . TT          (6.20) 
i. Reformulación de "   
Sabiendo que,     
§¨©¨
ª,   . 6,,   . 6"  ,"  q. ,
¡
       (6.21) 
Se obtiene entonces: 
 "  " "  q. . 6, m . 6, 
z   "    q . . 6,      (6.22)  
Se ha encontrado una nueva reformulación para ". 
 
Fig.  6.6. Representación de la función ,   [elaboración propia] 
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ii. Reformulación de "|| 
 
£,   . 6"||  0"||  q. ,|| z "||  "|| "||  q. ,|| ¡         (6.23) 
Entonces, 
z   "||   q. ,||. 6        (6.24)  
Se ha entonces encontrado una nueva formulación para "||. 
 
iii. Reformulación de E| 
£,   . 6E|  0E|  q2. . ,| z E|  γ| γ|  q2. . ,| ¡        (6.25) 
Entonces, 
z   E|   q2. . ,|. 6,        (6.26)  
Se ha encontrado una nueva formulación para E|. 
En este apartado se han encontrado relaciones entre los desplazamientos y las 
deformaciones en la sección simplificada. Estas relaciones permitirán encontrar la ecuación 
de equilibrio o mejor dicho, la ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada. En el apartado 
siguiente se deducirán las relaciones entre los desplazamientos.  
6.1.5. Relaciones entre los desplazamientos 
 En la ecuación (6.17) se ha determinado una nueva reformulación de los 
desplazamientos que puede resumirse a: 
£  ,   . 6,,   . 6,   . 6 ¡       (6.27) 
Considerando la función 6 perfectamente determinada, la formulación de relaciones 
entre los desplazamientos consiste a encontrar relaciones entre ,  y . 
Dichas relaciones son una característica propia de la T.V.G. y se deducen a partir de las 
hipótesis iníciales. 
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6.1.5.1. Relación entre el desplazamiento transversal ¬ y el longitudinal ­ 
Para encontrar esta relación se utiliza otra vez la  Fig.  6.4 siguiente: 
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Se recuerda que esta sección está formada por: 
- Una sección abierta arbitraria 
- U   elementos consecutivos  ® 1 , 2 , 3 , … , / q 1 , / , / m 1 , … , U  ± 
- ² m ³ nodos naturales   ®1, 2, 3, … , / q 1, /, / m 1, … , U, U m 1± 
- Ausencia de nodos intermedios 
- Espesor de cada elemento ) 
- El segmento U   está definido entre el nodo ² y el ² m ³ 
Para determinar esta relación el primer paso consiste a tener en cuenta una parte 
infinitesimal del perfil de longitud +. Esta parte está ubicada entre le coordenada : y  : m +. La Fig.  6.7 permite visualizar esta parte infinitesimal: 
 
x
dx
x x+dx0 0
 
 
 
Fig.  6.4. Descomposición de la sección  [elaboración propia] 
Fig.  6.7. Visualización del elemento infinitesimal + [elaboración propia] 
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Se considera entonces la siguiente hipótesis: 
 :,    : m +,        (6.28) 
El sentido físico de esta hipótesis es que siendo el elemento muy corto entonces su 
deformación longitudinal es despreciable. 
"    k=,|bk,|  0       (6.29) 
La consecuencia de esta hipótesis a nivel de la deformada se representa en la Fig.  6.8 
siguiente. En este caso se ha “desplegado el perfil” para que se pueda visualizar mejor. 
x x+dx00
u(x0+dx,s)u(x0,s)
...
 
 
Otra consecuencia de esta hipótesis afecta la función  6, : 
  ,   . 6,         
  z   6,:  6,: m +  .      (6.30) 
Se recuerda también que E|  0 (hipótesis de la T.V.G.) por lo tanto los desplazamientos 
del plano medio tendrán que respetar esta condición. 
Se presenta entonces el método seguido para obtener la relación entre  y : 
- Se mueve longitudinalmente un nodo cada vez con un valor unitario ) , :  1. 
- Se observan las consecuencias sobre los otros nodos y grados de libertad vecinos 
Notaciones: 
- El nodo / tiene por coordenada   ) 
- ) , :  7) 
- ) , :  8) 
Fig.  6.8. Consecuencia se la hipótesis "  0  [elaboración propia] 
:,    : m +,  
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Un primer resultado útil sobre , : 
:,    : m +,         
z  :, )   : m +, )       (6.31) 
La Fig.  6.9 siguiente permite visualizar el tipo de movimiento que se impone al nodo /. Se 
recuerda que la expresión de ,  es lineal entre dos nodos y que ) , :  7)  1. 
r
r-1
r+1
ur=1 r-1
r
 
 
Como se puede observar en la figura precedente, se hace la hipótesis que al mover el nodo /, entonces únicamente los elementos / y / q 1 están afectados. Entre )bT y )T, , : es lineal. 
La determinación de la relación entre ) , : y ) , : requiere el conocimiento de una 
relación previa entre ,  y , . 
Sabemos que en el plano medio: 
µ E|  0E|  q 3| m 4¡         
z     q |          (6.32) 
La hipótesis E|  0 impide la distorsión de cada uno de los elementos que forman la 
sección al momento de imponer 7)  1. Desplegando la sección se obtiene entonces la 
siguiente Fig.  6.10. Este paso es el más importante del apartado ya que permite obtener la 
relación entre ) , : y ), :. 
Fig.  6.9. Mecanismo de deformación si 7)  1  [elaboración propia] 
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La razón por la cual en la figura precedente se ha notado 8), y no únicamente 8) es que se 
ha exprimido este valor por unidad de longitud +. De esta manera 8), puede asimilarse a 
una pendiente. 
Sabiendo que la pendiente 8), es uniforme en todo el elemento /  ya que se deforma de 
manera lineal entonces: 
¡,| ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ¡i ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ),      (6.33) 
De la misma manera, ya que la pendiente del desplazamiento es uniforme en todo el 
elemento /  entonces,  
¡,|| ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ¡i| ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ),|      (6.34) 
Fig.  6.10. Mecanismo de deformación desplegado si )777  1  [elaboración propia] 
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Entonces, considerando que E|  0, se obtiene: 
E|  0  ½     q |         
z     q |   ½  ),  q i|  q |i¹º,kb|i,kdi    
Ya que ) , :  7) entonces, 
),  q 9i¹ºb9idi          (6.35) 
Sabemos pero que en este desplazamiento del elemento / , 
£  ) , :  7)  1 )T, :  7)T  0 )bT, :  7)bT  0¡       (6.36) 
De este modo es posible simplificar la formulación de ),, 
),  i  q 9i¹ºb¾¿777di  9idi       (6.37) 
),  9idi        z      ),  Tdi     si    7)  1                  (6.38) 
Procediendo de la misma manera,  
)bT,  iÀº  q 9ib9iÀºdiÀº  q 9idiÀº      (6.39) 
)bT,  q 9idiÀº        z      )bT,  q TdiÀº     si    7)  1                  (6.40) 
Es entonces posible volver a las ecuaciones (6.33) y (6.34) conociendo la expresión de ), 
y de )bT,. 
Sabemos que la pendiente ), es uniforme en todo el elemento / , por lo tanto se obtiene: 
¡,| ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ¡i ¶ ·¸!·i,·i¹º#»¸!»k,»k¹¼»#  ),  7i=     (6.41) 
Pero sabiendo que ),  Tdi, entonces: 
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)  ÁÂdi     si    )  1                        (6.42) 
De la misma manera,  
)bT,  iÀº  7iÀº+  q idiÀº       (6.43) 
Se obtiene entonces: 
8)bT  q ÁÂdiÀº     si    )  1                 (6.44) 
Y para sÃ , :t con Ä  ®/ q 1, /± entonces,  
8ÃÅ®)bT,)±  0                    (6.45) 
Se ha encontrado una relación entre ) , : y ) , :. 
Aplicación a un ejemplo teórico: 
 En el caso de  un perfil sometido a tracción pura, toda la sección se estira. Por lo 
tanto, si este modelo es correcto no tendría que aparecer ningún desplazamiento )9  de la 
sección. Se averigua entonces este caso: 
 7)  7)T  7)bT Con        /  ®1, … , U m 1±   (6.46) 
Entonces, 
),  i  q 9i¹ºbidi  0       (6.47) 
)bT,  iÀº  q ib9iÀºdiÀº  0       (6.48) 
Lo que es perfectamente coherente con lo que sucede en la realidad. 
6.1.5.2. Relación entre el desplazamiento transversal Æ y el longitudinal ­ 
 En el estudio precedente se ha encontrado una relación entre ) , : y ) , :. 
Ahora se desea encontrar una nueva relación entre ) , : y ) , :. 
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La determinación de dicha expresión es más simple que en el caso de  ya que se trata de 
solucionar únicamente un problema de compatibilidad geométrica, particular de la T.V.G., a 
nivel de cada nodo. Efectivamente, durante la deformación de la sección los nodos no se 
pueden “separar”. Las fases que se tendrán que seguir para deducir el valor de  están 
representadas en la siguiente Fig.  6.11. 
 
 
 
Se hacen las siguientes hipótesis: 
- Los nodos no son rígidos z no se conservan los ángulos 
- Entre 2 nodos los elementos son indeformables 
La Fig.  6.12  siguiente presenta la manera en que la compatibilidad permite la obtención de 9)y 9)Tal mover el nodo /. 
r
r-1
r
Posición inicial
Posición final
vr vr-1
wr wr-1
r-1'
r'
r
vr vr-1
r+1 r-1
r-1'
r+1'
s
z
 
 
Nota: Es posible que 8)bT  8) ya que se puede tener en una sección )bT  ). 
Fig.  6.11. Esquema de las fases seguidas para deducir 9)y 9)T   
[elaboración propia] 
Fig.  6.12. Determinación de 9)y 9)T si )  1  [elaboración propia] 
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6.1.6. Interpretación geométrica  
 En el apartado precedente se han relacionado los desplazamientos ,  y  cuando 
hay un movimiento nodal longitudinal unitario. Ahora, se verá como este movimiento afecta 
todo el elemento infinitesimal + deformándolo. Se realizará todo este estudio sobre un 
perfil en C ya que la T.V.G. se aplicará como ejemplo a un perfil de este tipo. 
Al momento de definir la geometría del nuevo elemento infinitesimal se siguen 4 etapas que 
están presentadas en la Fig.  6.13 siguiente. 
D esp lazam ien to
long itud inal u
Determ inación  del
 desp lazam ien to w
C om patib ilidad  
geom etrica del
elem en to dx
D eterm inación  del 
desp lazam ien to v
 
 
Es, antes de todo, necesario definir la geometría del perfil inicial antes de su deformación. 
Este perfil tiene las siguientes características: 
- Perfil abierto 
- Constituido de 5 elementos planos de espesor  y de ancho ® T, a, … , Ç ± 
- Entre cada elemento el ángulo es de 90° 
- Aparecen 5 nodos naturales en la sección discretizada 
- No hay nodos intermedios en la sección discretizada 
La Fig.  6.14 siguiente, creada para el caso más general, presenta este tramo infinitesimal + del perfil antes de la deformación. 
r
dx
r-1
r+1
r-1
r
 
 
Fig.  6.13. Etapas para determinar la deformada del elemento + [elaboración propia] 
Fig.  6.14. Estado inicial antes deformación  [elaboración propia] 
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Se realiza entonces la primera etapa, ósea el desplazamiento longitudinal ) del nodo / y se 
deducen los desplazamientos 8) y 8)bT. La Fig.  6.15 siguiente permite visualizar estos 
desplazamientos. 
r
r-1
r+1
r-1
r
vr
vr-1ur=1
 
 
Por compatibilidad geométrica al nivel del nodo /, se deducen entonces los valores de 9)y 9)T. La Fig.  6.16 presenta este siguiente paso. 
r
r-1
r+1
r-1
r
vr
vr-1ur=1
wr
wr-1
 
 
Como se puede observar en la precedente figura, todavía no hay continuidad del 
desplazamiento en toda la sección. En efecto, aún quedan las dos alas inferiores que no 
están  integradas a la deformación global. 
Para poder introducir estas dos alas en el desplazamiento global se tiene que formular una 
hipótesis: 
Fig.  6.15. Primera deformación rígida, aparición de 8)y 8)T [elaboración propia] 
Fig.  6.16. Segunda deformación, aparición de 9)y 9)T [elaboración propia] 
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Para un perfil abierto, los dos elementos situados en las extremidades de la sección se 
deforman conservando el ángulo inicial con los elementos contiguos. 
Físicamente esta hipótesis quiere decir que las extremidades se comportan como bordes 
libres que no tienen suficiente rigidez para contrarrestar el movimiento del elemento 
contiguo. Se puede hacer una analogía con una placa muy larga y poco ancha. 
Intuitivamente podemos ver que su rigidez a la torsión es baja.  
La Fig.  6.17 siguiente permite observar esta propiedad en el caso del perfil en C que se  
está estudiando. Se han evidenciado en rojo los cambios respeto al paso precedente. 
r
r-1
r+1
r-1
r
vr
vr-1ur=1
wr
wr-1
 
 
La Fig.  6.18 siguiente permite observar esta deformada con más facilidad que en la 
precedente figura. 
r-1
r+1
r-1
r
ur=1
 
Fig.  6.17. Deformada final del elemento + [elaboración propia] 
Fig.  6.18. Deformada final [elaboración propia] 
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La información más importante para realizar los cálculos es la deformada de la sección en : m +. La Fig.  6.19 siguiente presenta esta deformada donde si )  1: 
)  Tdi             y      8)bT  q TdiÀº         (6.49) 
)  q TdiÀº      y      9)bT  q TdiÀº         (6.50) 
r r+1
r-1
r
r-1
vr
wr
wr-1
vr-1
vr-1
vr
 
 
Se nota que para obtener la sección deformada es suficiente desplazar dos otros nodos 
además del nodo al cual se aplica el desplazamiento longitudinal unitario.  
Así, imponiendo )  1, se desplazan los nodos / m 1 y / q 1. Los otros nodos están 
afectados de una rotación (excepto los nodos de las extremidades). 
En el apartado siguiente se aplica esta parte de la teoría a un ejemplo. Este ejemplo será 
utilizado todo a lo largo de este estudio y permitirá ver cómo se aplican los conceptos 
teóricos.  
6.2. Aplicación a un problema real 
 Este apartado tiene por objetivo la determinación de la deformación de la sección 
presentada precedentemente al momento de desplazar los nodos que la componen. Los 
nodos se desplazarán de uno en uno y el desplazamiento longitudinal será unitario. Se 
determinarán entonces las relaciones geométricas necesarias a la elaboración del programa 
de cálculo. Se tendrán que determinar los siguientes puntos: 
- La posición de cada nodo antes y después de deformar la sección 
- El ángulo entre dos elementos contiguos 
Fig.  6.19. Deformada de la sección [elaboración propia] 
Aplicacion de la teoria de la viga generalizada al analisis de un perfil abierto de paredes delgadas Pág. 45 
 
La sección del perfil estudiado, presentada en la Fig.  6.20 está constituida por: 
- 6 nodos naturales 
- 5 elementos rígidos rectos que forman una sección monosimétrica 
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3 4
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i. Desplazamiento longitudinal unitario del nudo 3, È  1   
 
È  1  z §¨©¨
ª 8a  q Td_È  TdÉ)Ê®a,È±  0
¡
      (6.51) 
Por compatibilidad geométrica global se deducen entonces los valores de a y È, 
presentados en la Fig.  6.21. 
3'
3v3
w3
w2
v2
v2
v3
2
2' 1'
6'
4'
5'
0 x
y
 
 
Fig.  6.20. Sección del perfil estudiado [elaboración propia] 
Fig.  6.21. Deducción de los desplazamientos nodales [elaboración propia] 
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Entonces se obtiene, 
 
£a  TdÉÈ  Td_ ¡         (6.52) 
 
Y utilizando la notación . Zpara definir un punto después de la deformación se 
obtiene, 
§¨¨
©¨
ª¨ Ë1T, 0Ë20,0Ë30, aË4È, aË5È, 0Ë6È q T, 0
¡ y 
§¨¨
©
¨¨ª
Ë1ZË2Z 30, bTd_ 4Ë3Z 3 TdÉ , a q Td_4Ë4Z 3È m TdÉ , a4Ë5  Ë5Ë6Z
¡    (6.53) 
Es necesario determinar Ë1Z y Ë6Z. Para determinar Ë1Z se utilizan dos propiedades 
geométricas: 
 
- Ë1Z pertenece al círculo de centro 2’ y de radio T 
- El ángulo formado entre los elementos 1Z  y 2Z  es de 90° 
 
Se obtiene: 
 Ë1Z ¸ L2, Ð  T           
z       1 q 2Za m Ñ1 q Ñ2Za  Ta     (6.54) 
 21ÒÒÒÒÒÒÒÓ. 2Z3ZÒÒÒÒÒÒÒÓ  0      
z       3TÔbaTÔba4 . 3ÈÔbaÈÔba4  0     
z       1 q 2. 3 q 2 m Ñ1 q Ñ2Z. Ñ3 q Ñ2Z  0  (6.55) 
y se escoge la solución: 1Z Õ 2Z 
 
Para determinar Ë6Z se utilizan las siguientes propiedades:    
 Ë6Z ¸ L5, Ð  T           
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z       6 q 5Za m Ñ6 q Ñ5Za  Ta     (6.56) 
 6Z5ZÒÒÒÒÒÒÒÓ. 5Z4ZÒÒÒÒÒÒÒÓ  0    
z       3ÇÔb¢ÇÔb¢4 . 3ÖÔbÇÖÔbÇ4  0     
z       5 q 6. 4 q 5 m Ñ5 q Ñ6Z. Ñ4 q Ñ5Z  0  (6.57) 
y se escoge la solución: 5Z Õ 6Z 
 
Se determina entonces el ángulo ;)Z entre cada elemento de la sección. Inicialmente 
se tenía: ;a  ;È  ;Ö  ;Ç  a^       (6.58) 
 
Para determinar estos nuevos ángulos entre los elementos se puede utilizar el 
producto escalar entre dos elementos contiguos, como se muestra en la Fig.  6.22: 
3'
2'
3 4'
 
 
 aÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×aÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ× . ÖÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×ÖÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×  .¥Ø q ;ÈZ  
      
z       »ÉÔÀ»_ÔfÉÔÀf_Ô.»ÉÔÀ»ÙÔfÉÔÀfÙÔÚÈÔba_ÈÔba_.ÚÈÔbÖ_ÈÔbÖ_  .¥Ø q ;ÈZ  (6.59) 
 
Se puede utilizar la misma relación para determinar el ángulo ;Ö : 
 ÈÖÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×ÈÖÒÒÒÒÒÒÒÒÓ× . ÇÖÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×ÇÖÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×  .¥Ø q ;ÖZ  
      
z       »ÙÔÀ»ÉÔfÙÔÀfÉÔ.»ÙÔÀ»ÛÔfÙÔÀfÛÔÚÖÔbÈ_ÖÔbÈ_.ÚÖÔbÇ_ÖÔbÇ_  .¥Ø q ;ÖZ  (6.60) 
 
Ahora se realiza el mismo estudio en el caso del desplazamiento del nodo 1. 
Fig.  6.22. Angulo ;ÈZ [elaboración propia] 
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ii. Desplazamiento longitudinal unitario del nudo 1, T  1  
 
Todavía no se ha estudiado el comportamiento del elemento + del perfil al 
momento de de desplazar longitudinalmente el nodo 1. La Fig.  6.23 presenta la 
deformación del elemento +. 
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Es entonces posible determinar las coordenadas de los nodos de la sección 
sabiendo que:  
 
T  1  z µ 8T  Tdº)Ê®T±  0¡      (6.61) 
 
 
Fig.  6.23. Deformación del elemento + al mover el nodo 1 [elaboración propia] 
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Las coordenadas de los nodos son entonces: 
§¨¨
©¨
ª¨ Ë1ZË2Z 3bTdº , 04Ë3  Ë3Ë4  Ë4Ë5  Ë5Ë6  Ë6
¡         (6.62) 
 
La Fig.  6.24 siguiente representa la sección deformada. Se observa que no se 
producen fenómenos de incompatibilidad geométrica en los nodos. Entonces )  0 para todos los nodos. 
3 3
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Para determinar Ë1Z se utilizan dos propiedades geométricas: 
- Ë1Z pertenece al círculo de centro 2’ y de radio T 
- El ángulo formado entre los elementos 1Z  y 2Z  es de 90° 
 
Se obtiene: 
 Ë1Z ¸ L2, Ð  T        
z       1 q 2Za m Ñ1 q Ñ2Za  Ta     (6.63) 
 21ÒÒÒÒÒÒÒÓ. 2Z3ZÒÒÒÒÒÒÒÓ  0      
z       1 q 2. 3 q 2 m Ñ1 q Ñ2Z. Ñ3 q Ñ2Z  0  (6.64) 
y se escoge la solución: 1Z Õ 2Z 
 
Fig.  6.24. Deformación de la sección al mover el nodo 1 [elaboración propia] 
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Se determina el ángulo ;)Z entre cada elemento de la sección. Inicialmente se tenía: 
 ;a  ;È  ;Ö  ;Ç  a^       (6.65) 
 
Para determinar este nuevo ángulo entre los elementos se puede utilizar el producto 
escalar entre dos elementos contiguos, como se muestra en la Fig.  6.22: 
3
2'
3 4
 
 
 
 aÈÒÒÒÒÒÒÓ×aÈÒÒÒÒÒÒÓ× . ÖÈÒÒÒÒÒÓ×ÖÈÒÒÒÒÒÓ×  .¥Ø q ;ÈZ  
      
z       3»ÉÀ»_ÔfÉÀf_Ô4.3»ÉÀ»ÙfÉÀfÙ4ÚÈba_Èba_.ÚÈbÖ_ÈbÖ_  .¥Ø q ;ÈZ  (6.66) 
 
Se recuerda que: 
;aZ  ;ÖZ  ;ÇZ  a^        (6.67) 
 
Ahora se realiza el mismo estudio en el caso del desplazamiento del nodo 2. 
 
iii. Desplazamiento longitudinal unitario del nudo 2, a  1  
 
Como en el caso precedente se estudian las diferentes fases de la deformación. 
 
a  1  z §¨©¨
ª 8T  q Tdºa  Td_)Ê®T,a±  0
¡
      (6.68) 
 
La Fig.  6.26 siguiente permite presentar este movimiento de los elementos rígidos 
de la sección. 
Fig.  6.25. Angulo ;ÈZ [elaboración propia] 
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Las coordenadas de los nodos son entonces: 
 
§¨¨
©
¨¨ª
Ë1ZË2Z 3 Tdº , Td_4Ë3 30, a m Td_4Ë4  Ë4Ë5  Ë5Ë6  Ë6
¡        (6.69) 
 
Fig.  6.26. Deformación del elemento + al mover el nodo 2 [elaboración propia] 
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La Fig.  6.27 siguiente representa la sección deformada. 
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Para determinar Ë1Z se utilizan dos propiedades geométricas: 
- Ë1Z pertenece al círculo de centro 2’ y de radio T 
- El ángulo formado entre los elementos 1Z  y 2Z  es de 90° 
 
Se obtiene: 
 Ë1Z ¸ L2, Ð  T        
z       1 q 2Za m Ñ1 q Ñ2Za  Ta     (6.70) 
 21ÒÒÒÒÒÒÒÓ. 2Z3ZÒÒÒÒÒÒÒÓ  0       
z       1 q 2. 3 q 2 m Ñ1 q Ñ2Z. Ñ3 q Ñ2Z  0  (6.71) 
y se escoge la solución: 1Z Õ 2Z 
Se determina el ángulo ;)Z entre cada elemento de la sección. Inicialmente se tenía: 
 ;a  ;È  ;Ö  ;Ç  a^       (6.72) 
 
La determinación de los nuevos ángulos se hace como en los casos estudiados 
precedentemente. 
Fig.  6.27. Deformación de la sección al mover el nodo 2 [elaboración propia] 
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aÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ×aÈÒÒÒÒÒÒÒÒÓ× . ÖÈÒÒÒÒÒÒÓ×ÖÈÒÒÒÒÒÒÓ×  .¥Ø q ;ÈZ  
      
z       3»ÉÔÀ»_ÔfÉÔÀf_Ô4.3»ÉÔÀ»ÙfÉÔÀfÙ4ÚÈba_Èba_.ÚÈbÖ_ÈbÖ_  .¥Ø q ;ÈZ  (6.73) 
 
De la misma manera se determina ;ÖZ 
 3»ÙÔÀ»ÉÔfÙÔÀfÉÔ4.3»ÙÔÀ»ÛfÙÔÀfÛ4ÚÖbÈ_ÖbÈ_.ÚÖbÇ_ÖbÇ_  .¥Ø q ;ÖZ   (6.74) 
 
Se recuerda que: ;aZ  ;ÇZ  a^         (6.75) 
No es necesario realizar este tipo de estudio para los nodos 4,5 y 6 ya que la sección es 
monosimétrica. 
La Fig.  6.28 siguiente presenta los resultados obtenidos con el programa de cálculo en el 
cual se han programado las precedentes formulas. Se pueden observar los movimientos 
rígidos de la sección al momento de mover los nodos 1, 2 y 3. 
 
 
 Fig.  6.28. Deformaciones de la sección obtenidas con un programa de cálculo 
[elaboración propia] 
Estado inicial T  1 
a  1 È  1 
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 En este apartado se ha estudiado el comportamiento de un elemento infinitesimal + 
de un perfil y su deformación al cuando se desplazan longitudinalmente los nodos que lo 
componen. Pero, este modelo se basa sobre dos hipótesis fundamentales: 
- Los nodos no son rígidos z no se conservan los ángulos 
- Entre 2 nodos los elementos son indeformables 
 Estas dos hipótesis no permiten tener en cuenta la deformación de cada elemento, 
deformación que adviene en los perfiles reales cuando se someten a una carga, ya que los 
nodos en realidad son rígidos. El apartado siguiente permitirá corregir el modelo y acercarse 
más del comportamiento real. Se obtendrá por ejemplo, la deformación de la sección 
representada en la Fig.  6.29 siguiente. Se observa que los elementos dejan de ser rígidos y 
los nodos adquieren rigidez. 
 
 
 
1 2 3 4 5 6
0.5
1
1.5
2
2.5
3
1 2 3 4 5 6
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
Fig.  6.29. Mecanismo continuo de deformación obtenido con un programa de cálculo 
[elaboración propia] 
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7. Deformada de la sección según la T.V.G.  
7.1. Enfoque teórico 
7.1.1. Presentación de los objetivos 
 En esta parte del estudio, se corrige el modelo presentado precedentemente, de 
modo que la deformación de la sección tenga en cuenta la rigidez de los nodos. Se obtendrá 
entonces un mecanismo de deformación “continuo” ya que los elementos, ahora 
deformables, no se comportarán como sólidos rígidos unidos mediante rotulas. Una vez 
conocido dicho mecanismo, será posible estudiar las ecuaciones de equilibrio. Como 
anteriormente, se aplicarán las nociones teóricas a un ejemplo. La Fig.  7.1 siguiente 
presenta las fases del estudio. 
Hipótesis del nuevo modelo
Parámetros asociados a la deformación de la sección
Expresión de la deformación de los elementos
Ecuaciones generales de deformación
Aplicación a un ejemplo
Mecanismo continuo de deformación
Presentación del método de las fuerzas
 
 
 
Fig.  7.1. Fases para la obtención del mecanismo continuo de deformación 
[elaboración propia] 
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7.1.2. Presentación del nuevo modelo 
 Este nuevo modelo se crea aportando algunas correcciones al mecanismo de 
deformación que ya se ha determinado precedentemente. Ahora, la sección no se comporta 
más como un mecanismo donde los elementos, rígidos, están unidos mediante rotulas. Los 
nodos adquieren rigidez y lo elementos se deforman.  
Este modelo se basa en las siguientes hipótesis: 
- Los nodos son rígidos, pueden girar, pero mantienen el ángulo inicial 
- Los elementos entre los nodos se deforman 
El estudio de este nuevo mecanismo de deformación se puede hacer en 2 etapas, donde la 
segunda etapa permite corregir el modelo estudiado precedentemente. 
i. Etapa 1 
 
La primera etapa consiste a estudiar el mecanismo de deformación de la sección 
como precedentemente: los nodos no tienen rigidez y los elementos no se deforman. 
La sección puede asimilarse a un mecanismo donde la longitud de cada elemento 
puede variar a lo largo de la deformación. La Fig.  7.2 siguiente representa este 
mecanismo: 
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Como se ha estudiado precedentemente, la determinación de la posición de los 
nodos se realiza utilizando criterios de compatibilidad geométrica global y nodal 
(determinación de ) y ) ).  
Fig.  7.2. Movimiento de solido rígido, Etapa 1 [elaboración propia] 
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ii. Etapa 2 
 
En esta siguiente etapa se deforman los elementos de modo que: 
 
- El ángulo entre los elementos vuelva a ser el ángulo inicial 
(Nodos rígidos) 
- La posición de los nodos no varíe, se admiten únicamente rotaciones 
 
La Fig.  7.3 siguiente presenta el modo de deformación de la sección para poder 
cumplir con estos dos criterios. Se nota que aparecen momentos que permiten 
asegurar la rigidez de los nodos. Son estos momentos hiperestáticos (en inglés 
Redundants) que deforman los elementos. 
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Se puede notar que todos los elementos de la sección se deforman a la excepción 
de los que están situados en las extremidades ya que si apareciera un momento no 
habría posibilidad de equilibrarlo. 
 
Por lo tanto, si U es el número de elementos y U m 1 el número de nodos que 
constituyen una sección, entonces aparece un total de U m 1 q 4 momentos. 
7.1.3. Expresión de la deformación de los elementos 
 Ya que en este nuevo modelo, más completo, los elementos se desplazan, giran y 
se deforman, es necesario encontrar una serie de parámetros que permitan definir 
totalmente estos movimientos y deformaciones. 
Fig.  7.3. Mecanismo de deformación Etapa 2 [elaboración propia] 
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Se utiliza entonces, como punto de referencia de cada elemento, su punto medio. Aparecen 
en el sistema de coordenadas locales de la sección, 4 parámetros que definen totalmente 
cada elemento / . 
- <) El desplazamiento del centro del elemento según el eje 
  
- ;<) La rotación del elemento respeto a este centro alrededor del eje   
- <) El desplazamiento del centro del elemento según el eje  
- =) Un parámetro que permite definir la deformada 
La Fig.  7.4 siguiente permite visualizar los parámetros relacionados con el movimiento de 
solido rígido del elemento: 
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Como se ha mostrado anteriormente, los elementos además de un movimiento de solido 
rígido, se deforman. Por lo tanto es necesario introducir este cuarto parámetro que permite 
definir dicha deformación =). La Fig.  7.5 siguiente presenta esta nueva notación: 
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Fig.  7.4. Descripción de los parámetros =) , ;<) y <) [elaboración propia] 
Fig.  7.5. Descripción del parámetro =) [elaboración propia] 
Aplicacion de la teoria de la viga generalizada al analisis de un perfil abierto de paredes delgadas Pág. 59 
 
Es importante notar que =) se define respeto a la posición del elemento /  una vez que 
se ha completado el desplazamiento como un sólido rígido.  
Esta deformación proviene de los momentos de reacción que aparecen para asegurar que 
los nodos son rígidos. Por lo tanto se tiene que encontrar una relación entre =) y ,) y ,)T. Donde ,) y ,)Tson los momentos hiperestáticos que aparecen respectivamente en 
el nodo / y / m 1. 
Ahora que se han presentado estos 4 parámetros, se tiene que encontrar una expresión 
única que permita describir completamente el desplazamiento y deformación de cada 
elemento /  en función de la coordenada local .  
i. Expresión del desplazamiento transversal en función de <) y   
 
Para ) ¦  ¦ )Tse define: 
 <)  <) Ü 1  <) Ü @T      (7.1) 
 
Donde @T  1, y se representa gráficamente en la Fig.  7.6 siguiente. 
1 1
br
 
 
 
El sentido físico de esta expresión es que todos los puntos que constituyen el 
elemento se desplazan del mismo valor <), como se muestra en la Fig.  7.7. 
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Fig.  7.6. Valor de @T [elaboración propia] 
Fig.  7.7. Representación de <) [elaboración propia] 
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ii. Expresión de la rotación del elemento en función de ;<)y   
 
Para  ) ¦  ¦ )T se define: 
 ><)  dia . ;<) Ü @a        (7.2) 
 
Donde   @a  2. A q 1  2. 3|b|idi 4 q 1      (7.3) 
 
Y @a se representa gráficamente en la Fig.  7.8 siguiente. 
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El sentido físico de esta expresión es que todos los puntos que constituyen el 
elemento se desplazan del valor ><) en función de la distancia respeto al centro 
de rotación, como se muestra en la Fig.  7.9. 
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Fig.  7.8. Valor de @a [elaboración propia] 
Fig.  7.9. Representación de ><) [elaboración propia] 
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iii. Determinación de la expresión de =) en función de los momentos de reacción 
 
La expresión de =) depende de los momentos ,) y ,)T de la siguiente 
manera, =)  q di_È.Ýi . ,) . @È m ,)T. @Ö     (7.4) 
Donde, @È  qA m Èa . Aa q Ta . AÈ       (7.5) 
@Ö  q Ta . A m Ta . AÈ         (7.6) 
Y,  A  |b|idi          (7.7) 
Y donde ') representa la rigidez de placa para materiales isotrópicos, ')  `.2ÉTa.Tbc_         (7.8) 
Las funciones de forma @È y @Ö representan la deformación del elemento /   
asociada a los momentos que aparecen en los nodos. La Fig.  7.10 siguiente permite 
visualizar =). 
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A continuación se demuestran las expresiones de  @È y @Ö. Se considera entonces 
un elemento en equilibrio sometido a dos momentos exteriores ,) y ,)T. La Fig.  
7.11 siguiente representa este elemento y los esfuerzos cortantes que permiten el 
equilibrio. 
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Fig.  7.10. Representación de =) [elaboración propia] 
Fig.  7.11. Equilibrio del elemento sometido a momentos y esfuerzos cortantes 
[elaboración propia] 
Pág. 62  Memoria 
 
Sea  el momento en un punto de coordenada  del elemento, 
   ,) m Þi¹ºbÞidi . Z       (7.9) 
 
Donde    q )  A. )       (7.10) 
 
Entonces, la ecuación diferencial de la línea elástica se escribe, 
 =_¼i=|_  q Ýi         (7.11) 
  z      =_¼i=|_  q TÝi . 3,) m Þi¹ºbÞidi . Z4     
 z      =_¼i=|_  q TÝi . 3,) . 31 q |di4 m Þi¹ºdi . Z4     
 z      =¼i=|  q TÝi . 3,) . 3Z q |_a.di4 m Þi¹ºa.di . Za4 m .1    
 z      =)  q TÝi . 3,) . 3|_a q |É¢.di4 m ,)T. |É¢.di4 m .1. m .2  (7.12) 
 
Las condiciones en los enlaces son: 
  =)  0  si     0  ~    .2  0 =)  0  si    ) ¡      (7.13) 
 z     q TÝi . 3,) . 3di_a q diÉ¢.di4 m ,)T. diÉ¢.di4 m .1.)  0    
 ß      .1  TÝi . 3,) . 3dia q di¢ 4 m ,)T. di¢ 4     
 ß      .1  TÝi . 3,) . diÈ m ,)T. di¢ 4  diÝi . 3ÞiÈ m Þi¹º¢ 4   (7.14) 
 
Entonces, 
 =)  q TÝi . 3,) . 3|_a q |É¢.di4 m ,)T. |É¢.di4 m diÝi . 3ÞiÈ m Þi¹º¢ 4 . Z   
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~      =)  q TÝi F,) . 3|_a q |É¢.di q di.àÈ 4 m ,)T. 3 |É¢.di q di.à¢ 4H  
 ~      =)  q FÞi.di_È.Ýi . 3È.|_a.di_ q |Éa.diÉ q àdi4 m Þi¹º.di_È.Ýi . 3 |Éa.di_ q àadi4H (7.15) 
 
Entonces, con  
 A  |b|idi  |di         (7.16) ~      =)  q di_È.Ýi F,). 3Èa Aa q Ta AÈ q A4 m ,)T. 3Ta AÈ q Ta A4H  (7.17) 
 
Y se obtiene la ecuación presentada precedentemente: 
 =)  q di_È.Ýi !,) . @È m ,)T. @Ö#      (7.18) 
Se pueden representar en la Fig.  7.12 siguiente las funciones @È y @Ö.  
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Se han creado 3 ecuaciones que permiten describir el movimiento y deformación de un 
elemento. Estas expresiones se pueden agrupar en una única fórmula: 
)  <) m ><) m =)      (7.19) 
Que se puede escribir de la siguiente manera: 
)  <) . @T m dia . ;<) . @a q di_È.Ýi !,) . @È m ,)T. @Ö#   (7.20) 
Fig.  7.12. Funciones @È y @Ö [elaboración propia] 
@È  
@Ö 
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Esta expresión que se ha demostrado es de gran utilidad al momento de plantear la 
ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada.  
Se recuerda que tiene sentido únicamente en los elementos que no se encuentran en las 
extremidades de la sección. Los elementos extremos se comportan como sólidos rígidos ya 
que no puede haber ningún momento que les permita deformarse. Una manera de visualizar 
el modelo de análisis de la Etapa 2 se puede observar en la siguiente Fig.  7.13. 
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 Se ha encontrado una relación que permite conocer la deformada de la sección si se 
conocen los momentos de reacción ,) y ,)T. El objetivo del apartado siguiente es la 
determinación de dichos momentos. 
7.1.4. Presentación del método de las fuerzas 
 La obtención de los momentos ,) y ,)T es posible aplicando el método de las 
fuerzas. Antes de presentar este método es importante conocer el origen de estos dos 
momentos. En efecto, la sección,  tiene una cierta rigidez que se opone al movimiento de los 
nodos que la componen. De esta manera, cuando se desplaza un nodo y suponiendo que 
los nodos son rígidos, aparecen unos esfuerzos en los enlaces de cada elemento. Estos 
esfuerzos provocados por un desplazamiento llamados “Redundants”, causan la 
deformación de los elementos. 
 A continuación se presenta el método de las fuerzas y se deduce la ecuación 
matemática que se tendrá que aplicar en el estudio de un perfil. 
 
Fig.  7.13. Esquema del modelo de análisis de la Etapa 2 [elaboración propia] 
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Se considera entonces una viga apoyada sobre , rotulas y sometida una carga 
determinada como se representa en la Fig.  7.14 siguiente. 
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m m+1i i+1
 
 
Se puede observar que el problema es hiperestático. Por lo tanto el objetivo será de 
transformarlo en un problema isostático de modo que se puedan determinar las reacciones 
en los enlaces. Para realizar este paso existen 2 métodos. 
i. Método 1 
 
En este método se consideran los enlaces internos como fuerzas incógnitas 
“Redundants”, como lo muestra la Fig.  7.15 siguiente: 
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Se puede entonces solucionar el problema ya que es isostático. El valor de las 
fuerzas de reacción se deduce utilizando el valor de la flecha. En efecto, una 
solución es compatible cuando la flecha se anula en los puntos donde habían 
enlaces interiores. La Fig.  7.16 representa esta solución: 
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ii. Método 2 
 
En este segundo método, se plantea el problema diferentemente ya que las 
incógnitas son los momentos. Entonces, se descompone la viga en , tramos y cada 
tramo está apoyado sobre 2 rotulas. La Fig. 7.17 siguiente muestra dicha 
disposición. 
Fig.  7.14. Viga continua apoyada [elaboración propia] 
Fig.  7.15. Equilibrio de la viga isostática [elaboración propia] 
Fig.  7.16. Deformada elástica de la viga [elaboración propia] 
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En este caso, cada tramo de la viga es isostático. Pero en la realidad no puede 
haber discontinuidad de la pendiente entre cada tramo. Se introducen entonces 
momentos hiperestáticos que permiten asegurar dicha continuidad. La Fig. 7.18 
siguiente muestra estos momentos: 
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Para conocer estos momentos se utiliza el criterio de continuidad de la pendiente. 
Se han presentado 2 métodos diferentes para determinar estos esfuerzos que aparecen al 
desplazar los nodos de la sección. Se utilizará a continuación el método 2, llamado de los 
momentos. 
Interesémonos en el tramo entre los soportes i, j y k representado en la Fig. 7.19 siguiente. 
j ki
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Se puede notar que no hay continuidad de pendiente entre los dos tramos. Esta 
discontinuidad está representada por el ángulo ;&Z.Por lo tanto es necesario introducir 
momentos hiperestáticos que permitan asegurar esta continuidad. La Fig. 7.20 siguiente 
representa estos momentos, dibujados en el sentido trigonométrico. 
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Fig. 7.17. Descomposición de la viga en , tramos [elaboración propia] 
Fig. 7.18. Momentos de reacción en los enlaces [elaboración propia] 
Fig. 7.19. Tramo i, j, k antes de introducir los momentos de reacción [elaboración propia] 
Fig. 7.20. Tramo i, j, k al introducir los momentos [elaboración propia] 
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Cada momento introducido tiene influencia sobre el tramo que le corresponde. De esta 
manera el momento ,%& es el momento en el punto B dirigido verso el punto C. Se estudia 
entonces la influencia de cada momento a la variación del ángulo ;&Z. De esta manera se 
sabrá qué momentos introducir para asegurar la continuidad de pendiente. 
Con el fin de simplificar el estudio, los giros y los momentos positivos se representaran en el 
sentido trigonométrico.   
i. Influencia de ,%& 
 
La siguiente Fig. 7.21 presenta la influencia de ,%& en la variación del ángulo  ;%&.  
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El giro ;%& depende de la rigidez del elemento de la siguiente manera: 
 ;%&  q áâ ¢.`.eâ. ,%&        (7.21) 
 
Donde ã%es la longitud del elemento B  y % es el momento de inercia. De esta 
manera se puede reescribir la expresión precedente: 
 ;%&  D%& . ,%& Con   D%&  q áâ ¢.`.eâ      (7.22) 
 
ii. Influencia de ,&% 
 
La siguiente Fig. 7.22 presenta la influencia de ,&% en la variación del ángulo  ;&% .  
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Fig. 7.21. Aparición de ;%& al introducir ,%& [elaboración propia] 
Fig. 7.22. Aparición de ;&% al introducir ,&% [elaboración propia] 
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El giro ;&% depende de la rigidez del elemento de la siguiente manera: 
 ;&%  áâ È.`.eâ. ,&%        (7.23) ½     ;&%  D&% . ,&% Con     D&%  áâ È.`.eâ     (7.24) 
 
iii. Influencia de ,& 
 
La siguiente Fig. 7.23 presenta la influencia de ,& en la variación del ángulo  ;&.  
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El giro ;& depende de la rigidez del elemento de la siguiente manera: 
 ;&  áä È.`.eä. ,&        (7.25) ½     ;&  D& . ,& Con     D&  áä È.`.eä     (7.26) 
 
iv. Influencia de ,& 
 
La siguiente Fig. 7.24 presenta la influencia de ,& en la variación del ángulo  ;&.  
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El giro ;& depende de la rigidez del elemento de la siguiente manera: 
 ;&  q áä ¢.`.eä. ,&        (7.27) ½     ;&  D& . ,& Con     D&  q áä ¢.`.eä     (7.28) 
 
Fig. 7.23. Aparición de ;& al introducir ,& [elaboración propia] 
Fig. 7.24. Aparición de ;& al introducir ,& [elaboración propia] 
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Se puede definir la ecuación de equilibrio global del tramo i, j, k. Se utilizará entonces la 
siguiente Fig. 7.25: 
j ki
j
+
Estado inicial
j Estado final
1
2
'
 
 
Observando la figura se pueden obtener las siguientes relaciones: 
;&Z m ;a  ;& m ;T        (7.29) z     ;&  ;& m ;T q ;a 
Donde, ;&Z es el ángulo entre los elementos cuando los nodos no son rígidos y ;&  el que hay 
entre los elementos al considerarlos rígidos (en este caso el que asegura la continuidad de 
pendiente).    
Se deduce entonces la ecuación de compatibilidad,       
;&Z  ;& q ,%& . D%&  q ,&% . D&% m ,& . D& m ,&. D&    (7.30) 
Que se puede escribir igualmente de la siguiente manera: 
;&Z  ;& m ,%& . áâ ¢.`.eâ  q ,&% . áâ È.`.eâ m ,& . áä È.`.eä q ,& . áä ¢.`.eä   (7.31) 
Es importante notar que para asegurar el equilibrio del nodo se tiene: 
 ,&%  q,&         (7.32) 
De esta manera la ecuación de equilibrio puede escribirse: 
;&Z  ;& q ,%&. D%&&  q ,&% . sD&%& m D&& t m ,&. D&&     (7.33) 
Donde el índice C presente en la expresión de D%&& recuerda que se trata del equilibrio 
realizado en el nodo C. 
Fig. 7.25. Descripción de los ángulos utilizados en la ecuación de equilibrio global 
[elaboración propia] 
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7.1.5. Obtención de las ecuaciones generales deformación 
 Por el momento se conoce una relación entre la deformada de la sección y los 
momentos necesarios para asegurar la rigidez de los nodos. En el apartado precedente se 
ha encontrado una relación que permite conocer dichos momentos en función del ángulo ;&Z 
y las propiedades de los elementos. 
A continuación se presenta la manera de plantear el sistema de ecuaciones para conocer 
los momentos. Se aplica el estudio a un perfil en C como el representado en la Fig.  7.26 
siguiente: 
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Los ángulos antes de la deformación, ósea los que corresponden a la posición inicial de los 
elementos son: 
;a  ;È  ;Ö  ;Ç        (7.34) 
La condición de equilibrio de los nodos ,&%  q,& se escribe entonces: 
µ,aÈ  q,aT,ÈÖ  q,Èa,ÖÇ  q,ÖÈ ¡         (7.35) 
De modo que las ecuaciones de equilibrio se escriben (se utiliza aquí åD%&&å): 
§¨¨
©¨
ª¨;a  ;a m ,Ta. DTaaæçèçé:  q ,aT. DaTa m DaÈa  q ,Èa. DÈaa;È  ;È m ,aÈ. DaÈÈ  q ,Èa. DÈaÈ m DÈÖÈ  q ,ÖÈ. DÖÈÈ;Ö  ;Ö m ,ÈÖ. DÈÖÖ  q ,ÖÈ. DÖÈÖ m DÖÇÖ  q ,ÇÖ. DÇÖÖ;Ç  ;Ç m ,ÖÇ. DÖÇÇ  q ,ÇÖ. sDÇÖÇ m DÇ¢Ç t q ,¢Ç. D¢ÇÇêëìëí:
¡
   (7.36) 
Fig.  7.26. Sección del perfil estudiado [elaboración propia] 
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Donde los valores de åD%&&å son los siguientes: 
§¨©¨
ªDaTa  dº È.`.eDaÈa  d_ È.`.eDÈaa  d_ ¢.`.e
¡
æççèççéî<=< a
 
§¨
©
ª¨DaÈÈ  d_ ¢.`.eDÈaÈ  d_ È.`.eDÈÖÈ  dÉ È.`.eDÖÈÈ  dÉ ¢.`.e
¡
æççèççéî<=< È
 
§¨
©
ª¨DÈÖÖ  dÉ ¢.`.eDÖÈÖ  dÉ È.`.eDÖÇÖ  d_ È.`.eDÇÖÖ  d_ ¢.`.e
¡
æççèççéî<=< Ö
 
§¨©¨
ªDÖÇÇ  d_ ¢.`.eDÇÖÇ  d_ È.`.eDÇ¢Ç  dº È.`.e
¡
æççèççéî<=< Ç
   (7.37) 
Este sistema de ecuaciones puede escribirse bajo forma de un sistema matricial para 
facilitar su resolución:        
ïθ2'θ3'θ4'θ5'ò =ï
θ2θ3θ4θ5ò + óô
ôô
õ-sf212 mf232 t -f322 0 0-f233 -sf323 mf343 t -f433 00 -f344 -sf434 mf454 t -f5440 0 -f455 -sf545 mf565 tøù
ùù
ú ïm21m32m43m54ò (7.38) 
De manera más esquemática el sistema se puede escribir: Donde U es el número de 
elementos y U m 1 el número de nodos. 
;ZbT,T  ;bT,T m !D#bT,bT. ,bT,T     (7.39) 
En este sistema las incógnitas son los momentos. Una vez resuelto el sistema se utilizan las 
siguientes expresiones y se determina     
)  <) . @T m dia . ;<) . @a q di_È.Ýi !,) . @È m ,)T. @Ö#    (7.40)  
A continuación se aplicará este proceso de resolución a un ejemplo. 
7.2. Aplicación a un problema real 
 En este apartado se aplica este proceso de estudio al ejemplo que ya se ha 
presentado en el apartado 6.2. El objetivo es la obtención de la deformación “continua” de la 
sección al mover los nodos 1, 2 y 3 (los otros nodos no se estudian por cuestiones de 
simetría). Se aplicará este proceso de cálculo, para el movimiento de cada nodo. 
Se recuerda también que: 
;a  ;È  ;Ö  ;Ç  a^        (7.41) 
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El perfil estudiado, presentado anteriormente, es el de la Fig.  7.27 siguiente: 
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Como se ha explicado anteriormente, cuando se desplazan los nodos, la sección se 
deforma pero el ángulo ;a, como también que el ángulo ;Ç no varían ya que los dos 
elementos extremos son libres. 
De esta manara, si se consideran las siguientes propiedades de los ángulos y momentos 
extremos, 
 ;a  ;aZ;Ç  ;ÇZ¡   maT  0mÇÖ  0¡      (7.42) 
Entonces, observando el sistema presentado precedentemente: 
ïθ2'θ3'θ4'θ5'ò =ï
θ2θ3θ4θ5ò + óô
ôô
õ-sf212 mf232 t -f322 0 0-f233 -sf323 mf343 t -f433 00 -f344 -sf434 mf454 t -f5440 0 -f455 -sf545 mf565 tøù
ùù
ú ïm21m32m43m54ò (7.43) 
Se puede observar que se obtendría mÈa  0 y mÖÈ  0. Es pero necesario simplificar el 
sistema precedente de modo que salga mÈa  0 y mÖÈ  0, lo que físicamente tiene 
sentido. 
El sistema simplificado es el siguiente: 
;ÈZ;ÖZ  ;È;Ö m üqDÈaÈ m DÈÖÈ  qDÖÈÈqDÈÖÖ qDÖÈÖ m DÖÇÖ ý 3,Èa,ÖÈ4    (7.44) 
Fig.  7.27. Sección del perfil estudiado [elaboración propia] 
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El valor de los ángulos θþZ y el de los factores D%&& se han encontrado anteriormente. Por lo 
tanto es posible pasar directamente a los resultados obtenidos gracias al programa de 
cálculo presentado en el Anexo A.  
i. Movimiento del nodo 1 
La Fig.  7.28 siguiente presenta la deformada “continua” de la sección al mover el 
nodo 1 (en puntitos) y la deformada de la sección como sólido rígido (rectas 
continuas).  
 
 
 
ii. Movimiento del nodo 2 
La Fig.  7.29 siguiente presenta la deformada “continua” de la sección al mover el 
nodo 2 (en puntitos) y la deformada de la sección como sólido rígido (rectas 
continuas).  
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Fig.  7.28. Deformada continua de la sección al mover el nodo 1 
[elaboración propia] 
Fig.  7.29. Deformada continua de la sección al mover el nodo 2 
[elaboración propia] 
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iii. Movimiento del nodo 3 
La Fig.  7.30 siguiente presenta la deformada “continua” de la sección al mover el 
nodo 3 (en puntitos) y la deformada de la sección como sólido rígido (rectas 
continuas).  
 
 
Se ha obtenido la deformación de la sección que permita tener en cuenta la rigidez de los 
nodos. Es entonces posible obtener el giro de cada nodo durante la deformación. Dicho giro 
será la suma entre el giro causado por la deformación como un sólido rígido y el giro 
asociado a la deformación “continua” de los elementos. Si se nota E% el giro total del nodo B, 
se obtiene: 
E%  E% 1.)%%= m E% 1.(<2%      (7.45) 
El giro causado por la deformación de los elementos de la sección se expresa en función del 
momento y de la rigidez al giro del elemento. Dicha rigidez %&%  es en realidad el inverso del 
parámetro D%&% . Por lo tanto, se obtiene:       
E% 1.(<2%  Þâäâäâ  Þâäºâäâ  D%&% . ,%&       (7.46) 
El giro causado por el movimiento de solido rígido de la sección se expresa de forma 
distinta. Para encontrar la expresión del giro se utiliza la siguiente propiedad: en un sólido 
rígido el giro es el mismo para todos los puntos del mismo.  
A continuación se determinará, como ejemplo, el giro del nodo 2 de la sección al desplazar 
longitudinalmente el nodo 3. 
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Fig.  7.30. Deformada continua de la sección al mover el nodo 3 [elaboración propia] 
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Antes de todo se presenta en la siguiente Fig.  7.31 la sección deformada, 
3 4
2
3v3
w3
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v2
v2
v2
2
m32
 
 
El giro del nodo 2 está causado en parte por la rotación rígida del elemento 2 y por la 
aparición del momento ,Èa.  
Ea  Ea 1.)%%= m Ea 1.(<2%      (7.47) 
Donde, 
Ea 1.(<2%  ÞÉ_É__  ,Èa. DÈaa  q,Èa. d_ ¢.`.e     (7.48) 
Ea 1.(<2%  *UbT 3Éd_4  *UbT 3 bTd_.dÉ4    (7.49) 
Se puede observar que el giro del nodo 1 será el mismo que el del nodo 2 ya que el 
elemento 1  se mantiene rígido. De esta manera se llega a construir la matriz de giro de 
todos los nodos en función del nodo desplazado longitudinalmente. 
 Se han, entonces, determinado, en esta parte del estudio, las funciones necesarias 
para describir completamente la geometría de la sección deformada, respetando la 
condición de nodos rígidos. De la misma manera se ha mostrado como calcular el giro de 
los nodos y los momentos de reacción que aparecen. Se poseen, entonces, todos los 
conocimientos necesarios para plantear la ecuación de equilibrio de la Teoría de la Viga 
Generalizada. 
Fig.  7.31. Sección deformada al mover el nodo 3 [elaboración propia] 
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8. Obtención y resolución de la ecuación de 
equilibrio de la Teoría de la Viga Generalizada 
8.1. Enfoque teórico 
8.1.1. Presentación de los objetivos 
 Los resultados obtenidos en los apartados precedentes permiten plantear la 
ecuación de equilibrio de la Teoría de la Viga Generalizada. Esta ecuación permite 
relacionar la deformación del perfil con la carga aplicada. En el caso de la teoría clásica para 
perfiles prismáticos la relación existente es muy simple: 
ÙÙ  V`.e          (8.1) 
La ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada, más general, permite tener en cuenta 
otros fenómenos de deformación como la distorsión de la sección.  
Se seguirán entonces las siguientes etapas, representadas en la Fig.  8.1,  para la obtención 
y resolución de dicha ecuación de equilibrio: 
Planteamiento del equilibrio
Obtención de la ecuación de equilibrio
Interpretación física
Ecuación de equilibrio de la 
Teoría de la Viga Generalizada
Resolución teórica de la ecuación de la T.V.G.
 
 
Fig.  8.1. Fases para la obtención y resolución de la ecuación de equilibrio de la Teoría de la Viga 
Generalizada [elaboración propia] 
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8.1.2. Planteamiento del equilibrio 
 El planteamiento del equilibrio se hace utilizando el Principio de los Trabajos 
Virtuales. “Una estructura está en equilibrio bajo la acción de un sistema de fuerzas 
exteriores si al imponer a la misma unos desplazamientos arbitrarios (virtuales) compatibles 
con las condiciones en los apoyos, el trabajo realizado por las fuerzas exteriores sobre los 
desplazamientos virtuales es igual al trabajo que realizan las tensiones en la barra sobre las 
deformaciones producidas por los desplazamientos virtuales” [4]. En este caso, >6% 
representa el desplazamiento virtual compatible con las condiciones de apoyo. 
Se escribe entonces el trabajo virtual interno, ósea de deformación: 
>     $. >" m $||. >"|| m $|. >E|2dg + ++   (8.2) >  > m >|| m >|       (8.3) 
Donde, a partir de las relaciones (6.22), (6.24) y (6.26) presentadas en el primer apartado se 
expresa la energía de deformación en función únicamente del desplazamiento longitudinal 
de los nodos. Con este fin se aplicará la ley constitutiva del material conjuntamente con las 
relaciones entre los desplazamientos nodales que se han presentado en los capítulos 
anteriores. 
"  % q . %6%, ;  "||  q. %,||6%;  E|  q2. . %,|6%,    (8.4) 
>"  % q . %>6%, ;  >"||  q. %,||>6%;  >E|  q2. . %,|>6%,   (8.5) 
Donde, se recuerda que para el nodo B, la expresión del desplazamiento transversal % 
es la siguiente: 
%  %  <%. @T m dâa . ;<%. @a q dâ_È.Ýâ !,% . @È m ,%T. @Ö#  (8.6) 
%,|  â| ;  %,||  _â|_         (8.7) 
Y la expresión de % que es la función lineal entre dos nudos que tiene como valor 1 en 
el nodo B y 0 en los otros. Se tienen entonces las siguientes propiedades: 
 %  %  1%  %  0¡         (8.8) 
La Fig.  8.2 siguiente permite visualizar el valor de esta función donde los valores de %  %  1, ósea, TT  1…¢¢  1. 
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Matemáticamente esta función se expresa de la siguiente manera en función de la 
coordenada % del nodo B, y del ancho del elemento, notado %: 
 % 
§¨©¨
ª  ¦ %bT ;  %  0%bT ¦  ¦ % ;  %  TdâÀº .  q |âÀºdâÀº% ¦  ¦ %T ;  %  q Tdâ .  m |â¹ºdâ Õ %T ;  %  0
¡
    (8.9) 
Considerando entonces que la relación entre tensiones y deformaciones se escribe en el 
caso más general de la siguiente manera en función de las constantes constitutivas G%&: 
{$$||$| }= 
QTT QTa QTÈQTa Qaa QaÈQTÈ QaÈ QÈÈ
 . {
""||E| }      (8.10) 
Donde, en el caso de un material isotrópico elástico lineal, 
QTT QTa QTÈQTa Qaa QaÈQTÈ QaÈ QÈÈ
  óôô
ôõ Tb_ .Tb_ 0.Tb_ Tb_ 00 0 aTøùù
ùú
     (8.11) 
Por lo tanto se obtiene a partir de la expresión (8.10) y de las deformaciones expresadas en 
función de los desplazamientos nodales (8.4): 
$  GTT q 6, – GTa,||6 m 2GTÈ,|6,$||  GTa q 6, – Gaa,||6 m 2GaÈ,|6,$|  GTÈ q 6, – GaÈ,||6 m 2GÈÈ,|6,
¡
  (8.12) 
 
Fig.  8.2. Representación de la función %  [elaboración propia] 
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Se puede entonces calcular el trabajo virtual interno presentado en la expresión (8.2). El 
resultado de la aplicación del trabajo virtual serán las matrices básicas de la T.V.G. !J%#,!L%#, !M%#, !N%# y !O%#, constituidas por los coeficientes J%, L%, M%,H, O% que se 
explicitarán posteriormente. 
Se obtiene la siguiente expresión de >: 
>  $. >"2 + ++dg  
  3L%T m L%a q L%È q L%È 6, m M%a q M%È 6, m N%T q N%a 6,4 +>6%g  
m F3L%T m L%a q L%È q L%È 6, m M%a q M%È 6 m N%T q N%a 6,4 >6%,H:g 
q F3L%T m L%a q L%È q L%È 6, m M%a q M%È 6, m N%T q N%a 6,4 >6%H:g (8.13) 
Y la siguiente expresión de >|:  
>|  $|. >E|2 + ++dg  
  3N%a q N%T 6, q O%T 6, q M%T 6,4 + >6% 
m F3N%T q N%a 6, m O%T 6 q M%T 6,4 >6%H:g     (8.14) 
Y la siguiente expresión de >||: 
>||  $||. >"||2 + ++dg  
  3M%a q M%È 6, m J%6 m O%T 6,4 +>6%g      (8.15) 
Se presentan entonces a continuación los coeficientes de las matrices propias a la T.V.G. 
notados J%, L%, M%, N%, O% que intervienen en las expresiones precedentes: 
 J%    aGaa+. %,||2 ,||+   Maa%,||,||+dd    (8.16) 
L%T    GTT+. %2 +   STT%+dd      (8.17) 
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L%a    aGTT+. %2 +   MTT%+dd     (8.18) 
L%È    GTT+. %2 +   JTT%+dd     (8.19) 
M%T    4aGÈÈ+. %,|2 ,|+   4MÈÈ%,|,|+dd    (8.20) 
M%a    aGTa+. %2 ,||+   MTa%,||+dd     (8.21) 
M%È    GTa+. %2 ,||+   JTa%,||+dd     (8.22) 
O%T    2aGaÈ+. %,||2 ,|+   2MaÈ%,||,|+dd    (8.23) 
N%T    2aGTÈ+. %2 ,|+   2MTÈ%,|+dd    (8.24) 
N%a    2GTÈ+. %2 ,|+   2JTÈ%,|+dd     (8.25) 
Donde los coeficientes STT, J%& y M%& que se han utilizado en las expresiones precedentes, 
representan: STT la rigidez de la sección según el eje , M%& la rigidez a la flexión y J%& que 
se define en [1]. Estos coeficientes se definen de la siguiente manera: 
STT  ∑ sGTTtVVVT         (8.26) 
M%&  ∑ 3G%&4V pVVa m VÈ 12 wVT        (8.27) 
J%&  q ∑ 3G%&4V VzVT         (8.28) 
En las expresiones precedentes, UVes el número de capas que componen el espesor  de 
los elementos y Ves la distancia entre el centro del espesor  y el centro de la capa W. De 
esta manera, si se tiene una sola capa de material isotrópico, entonces V  0 y se obtiene: 
STT  GTT.   `Tbc_ .        (8.29) 
MTT  GTT. 2ÉTa  `Tbc_ . 2ÉTa        (8.30) 
Maa  Gaa. 2ÉTa  `Tbc_ . 2ÉTa        (8.31) 
MÈÈ  GÈÈ. 2ÉTa  `aTc . 2ÉTa        (8.32) 
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MTa  GTa. 2ÉTa  `.cTbc_ . 2ÉTa        (8.33) 
J%&  q ∑ 3G%&4V V. 0  0VT       (8.34) 
Para poder encontrar la ecuación de equilibrio se tiene que plantear también el trabajo 
virtual de las fuerzas exteriores. La Fig.  8.3 siguiente presenta las notaciones asociadas à la 
carga Ä aplicada: 
x
q
q
q
z
q
x
q
s x
w
s
 
 
 
El trabajo virtual producido por la carga exterior Ä aplicada se obtiene sumando los términos 
asociados a su descomposición en el espacio Ä, Ä| y Ä	, asociados al desplazamiento 
virtual >, > y >. Se obtiene entonces: 
>∏  q  Ä> m Ä|> m Ä	>dg + +      (8.35) 
Utilizando los siguientes resultados obtenidos en la primera parte del estudio: 
,   %6%,;   ,   %6%;  ,   %6%; (8.36) 
Se obtiene la siguiente expresión del  trabajo virtual producido por la carga exterior: 
>∏  q  3Ä>s%6%,t m Ä|>%6% m Ä	>%6%4dg + +     
½   >∏  q  sÄ%>6%, m Ä|%>6% m Ä	%>6%tdg + +    (8.37) 
Se puede expresar Ä%>6%, de manera diferente, 
Ã»ââ  Ä%>6%, m Ä,%>6%      (8.38) 
Fig.  8.3. Descomposición de la carga aplicada [elaboración propia] 
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½   Ä%>6%,  Ã»ââ q Ä,%>6%     (8.39) 
Entonces, se obtiene la siguiente expresión del trabajo virtual combinando (8.39) con (8.37): 
>∏  q  3Ã»ââ q Ä,%>6% m Ä|%>6% m Ä	%>6%4dg + +   (8.40) 
>∏  q  sÄ|% m Ä	% q Ä,%td >6%+ +g q   3Ã»ââ 4d ++g   (8.41) 
La expresión del trabajo virtual, expresada de manera más compacta se escribe: 
>∏  q Ä%+>6% q Ä%g ¡>6%|:g      (8.42) 
Donde, 
Ä%   sÄ| % m Ä	% q Ä,%t+d        (8.43) 
A continuación se obtiene la ecuación de equilibrio. 
8.1.3. Obtención de la ecuación de equilibrio 
 La ecuación de equilibrio de la teoría de la Viga Generalizada se obtiene igualando 
el trabajo virtual producido por la carga con el trabajo virtual interno. 
>  >∏         (8.44) 
Lo que es equivalente a: 
> m >|| m >|  q Ä%+>6% q Ä%g ¡>6%|:g    (8.45) 
Simplificando las expresiones por >6%, campo de desplazamientos compatible con las 
condiciones de apoyo, y simplificando la ecuación obtenida, se obtiene la ecuación de 
equilibrio de la Teoría de la Viga Generalizada:   
L%6, m N%6, q M%6, m O%6, m J%6  Ä%   (8.46) 
Las condiciones de apoyo asociadas a esta ecuación, presentadas en [1], son: 
L%6, m N%6, q M%T q M%a m M%È 6, q O%T 6 m Ä% ¡>6%|:g  0 
 L%6, m N%T q N%a 6, m M%a m M%È 6 ¡>6%,å:g  0  (8.47) 
Se definen completamente los coeficientes de las matrices L%, N%, M%, O% y J% que 
interviene en la ecuación de la T.V.G. 
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Expresión de L% 
L%  L%T m L%a q L%È m L%È  
  STT  %+d m MTT  %+d q JTT  % m %+d   (8.48) 
Expresión de N% 
N%  N%T q N%T  q N%a q N%a  
  2MTÈ  s%,| q %,|t+d q 2JTÈ  s%,| m %,|t+d   (8.49) 
Expresión de J% 
J%    aGaa+. %,||2 ,||+   Maa%,||,||+dd    (8.50) 
Expresión de M% 
M%  M%T q M%a m M%a  m M%È m M%È  
 4MÈÈ  %,|,|+d q MTa  s%,|| m %,||t+d    
mJTa  s%,|| m %,||t+d       (8.51) 
Expresión de O% O%  O%T q O%T  2MaÈ  s%,||,| q ,||%,|t+d    (8.52) 
Se puede notar que: 
- Al poder expresar s y s en función de s, característica propia de la 
T.V.G., todas las expresiones dependen en realidad únicamente de s. 
- Las matrices !L%#, !N%#, !M%#, !O%# y !J%# contienen toda la información propia a 
la sección. En efecto, permiten combinar las propiedades mecánicas del material con 
las características geométricas de la sección.   
En este siguiente apartado se interpretará físicamente la ecuación de equilibrio de la T.V.G. 
aplicándola a unos casos simples. 
Pág. 84  Memoria 
 
8.1.4. Interpretación física 
 Esta parte tiene por objetivo la interpretación física de la ecuación de equilibrio de la 
T.V.G. Se utilizaran para esto algunos ejemplos simplificados que permitan destacar algunas 
propiedades de dicha ecuación.  
La primera etapa consiste en simplificar la expresión con la T.V.G. ya que el material 
estudiado es isotrópico y formado por una sola capa (V  0). 
GaÈ  0 z   MaÈ  0 z  O%  2MaÈ  s%,||,| q ,||%,|t+  0d  (8.53) 
Se recuerda que: 
N%  N%T q N%T  q N%a q N%a  
  2MTÈ  s%,| q %,|t+d q 2JTÈ  s%,| m %,|t+d   (8.54) 
Entonces, 
GTÈ  0 z   MTÈ  0V  0 z  J%&  0 ¡   z  N%  0       (8.55) 
De este modo la ecuación de la T.V.G. se escribe: 
L%6, q M%6, m J%6  Ä%      (8.56) 
Se pueden entonces estudiar algunos casos elementales: 
i. Flexión de un perfil 
En el caso de la teoría clásica para perfiles prismáticos la relación existente es muy 
simple: 
 
§¨©¨
ª   =_=_W  q =l=  q ==
¡
 z      ÙÙ  W     (8.57) 
 
Se observa entonces que la ecuación de la T.V.G. permite obtener una expresión 
similar: 
  ÙÙ  W   ½   L%6,  Ä%      (8.58) 
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Donde Ä% es una función que depende de la carga, 6, es una función de 
amplitud del desplazamiento y L% permite tener en cuenta las propiedades 
geométricas y mecánicas del material. A este nivel del estudio no es posible entrar 
en el detalle de la comparación entre las dos expresiones ya que el sistema, 
matricial en el caso de la T.V.G., está fuertemente acoplado. 
 
ii. Torsión coaccionada de un perfil 
 
En el caso de la teoría clásica para perfiles prismáticos, la expresión de la ecuación 
de equilibrio a torsión coaccionada o alabeada es la siguiente: 
 l  l = = q  =É =É        (8.59) 
Donde l es la inercia a torsión,  el modulo de alabeo y = =  representa el ángulo 
girado por unidad de longitud. 
 
Esta expresión no permite ser directamente comparada con la que proviene de la 
ecuación de la T.V.G. ya que el momento l no es el momento torsor distribuido 
aplicado a lo largo del eje de torsión. 
Para determinar el momento torsor distribuido a lo largo del eje se estudia el 
equilibrio de un elemento + del perfil. La Fig.  8.4 siguiente permite observar dicho 
equilibrio. 
 
xdx
MT
dx
MT+ dx
MT
mT
 
 
 
 
 
Se obtiene la siguiente ecuación: 
 =!= m ,l  0        (8.60) 
 
Se obtiene entonces: 
 ,l   =Ù =Ù q l =_ =_        (8.61) 
Es posible comparar esta última ecuación de equilibrio con la que se obtiene en la 
T.V.G. 
Fig.  8.4. Equilibrio del perfil sometido a un momento torsor 
[elaboración propia] 
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,l   =Ù =Ù q l =_ =_  ½  Ä%  L%6, q M%6,   (8.62) 
Como anteriormente, L% y M% son coeficientes que dependen de las propiedades 
mecánicas y de la geometría del perfil. 
 Estos ejemplos han mostrado como esta ecuación de la T.V.G., muy general, 
permite representar con una formulación idéntica varios fenómenos que se estudian en la 
teoría clásica con formulas distintas. El siguiente apartado se centra en la resolución de de 
esta ecuación de la T.V.G. 
8.1.5. Resolución teórica de la ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada 
 La resolución teórica de la ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada debería 
hacerse en dos etapas principales: 
- La obtención de las matrices !L%#, !N%#, !M%#, !O%# y !J%# que intervienen en la 
ecuación de la T.V.G. (8.46), 
- La determinación de la función de forma 6 después de haber tenido cuenta de 
las condiciones de apoyo (8.47). 
Una vez determinada la función 6, utilizando las funciones s, s y s ya 
conocidas, sería posible obtener el comportamiento completo de la estructura (tensiones, 
deformaciones, etc.) 
En la práctica, este método de resolución no se aplica ya que el sistema está fuertemente 
acoplado. Se añade entonces una etapa intermedia, después la obtención de las matrices !L%#, !N%#, !M%#, !O%# y !J%#. Esta nueva etapa, que será presentada posteriormente, 
consiste en la diagonalización de las matrices. 
i. Calculo de las matrices 
 
Se realiza entonces la primera etapa: la obtención de las matrices. Se explicará a 
modo de ejemplo únicamente el cálculo de L%T . Se recuerda que esta matriz 
interviene en la expresión de L% de la siguiente manera: 
 L%  L%T m L%a q L%È m L%È  
  STT  %+d m MTT  %+d q JTT  % m %+d   (8.63) 
 
Donde, 
 L%T    GTT+. %2 +   STT%+dd      (8.64) 
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Y el coeficiente STT tiene el siguiente valor: 
STT  GTT.   `Tbc_ .        (8.65) 
El valor de la función %, de la cual depende el valor de la matriz L%T  es el siguiente: 
 
% 
§¨©¨
ª  ¦ %bT ;  %  0%bT ¦  ¦ % ;  %  TdâÀº .  q |âÀºdâÀº% ¦  ¦ %T ;  %  q Tdâ .  m |â¹ºdâ Õ %T ;  %  0
¡
    (8.66) 
 
Para calcular L%T  se estudian varios casos en función de la posición de B respeto a . 
La siguiente Fig.  8.5 representa estas funciones %. 
 
ui(s) uk(s)
s
 
 
 
- Si B   
Entonces, %.   %a 
L%T   STT%+d        (8.67) 
 `.2Tbc_ . " 3 TdâÀº .  q |âÀºdâÀº4a +dâÀº m  3q Tdâ .  m |â¹ºdâ 4a +dâ #  
 `.2Tbc_ . F TdâÀº_   q %bTa+dâÀº m Tdâ_  %T q a+dâ H  
 `.2Tbc_ . F|âb|âÀºÉÈdâÀº_ m |â¹ºb|â_Èdâ_ H  `.2Tbc_ . FdâÀºÈ m dâÈ H  
Donde, %  ∑ &%bT&T        (8.68) 
 
Fig.  8.5. Representación de la funcione longitudinal % [elaboración propia] 
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- Si B   m 1 
Entonces, ¡%. ||Ê®|â,|$±  0 
L%T   STT%+d        (8.69) 
 `.2Tbc_ . 3q Td$ .  m |$¹ºd$ 4 3 TdâÀº .  q |âÀºdâÀº4 +dâÀº   
 `.2Tbc_ . TdâÀº_  % q  q %bT+dâÀº  `.2Tbc_ . |âb|âÀºÉ¢.dâÀº_  `.2Tbc_ . dâÀº¢   
- Si B   q 1 
Entonces, ¡%. ||Ê®|â,|$±  0 
L%T   STT%+d        (8.70) 
 `.2Tbc_ . 3q Tdâ .  m |â¹ºdâ 4 3 Td$Àº .  q |$Àºd$Àº4 +%   
 `.2Tbc_ . Tdâ_  %T q  q %+dâ  `.2Tbc_ . |â¹ºb|âÉ¢.dâ_  `.2Tbc_ . dâ¢   
De esta manera se obtiene la matriz L%T :      (8.71) 
L%T  `.2Tbc_
óô
ôô
ôô
ôô
ôô
ôô
õb13 b16 0    …   0b16 b23 m b13 b26 0   …   0 % %  %                  0 … 0 br-16 br-13 m br3 br6 0 …  0       % % %  0  …   0 bn-26 bn-23 m bn-13 bn-16 00  …    0 bn-16 bn-13 m bn3 bn60  … 0    0 bn6 bn3 øù
ùù
ùù
ùù
ùù
ùù
ú
  
Se ha mostrado como calcular la matriz L%T . La siguiente etapa consiste en la 
diagonalización.  
 
 
 
 
Aplicacion de la teoria de la viga generalizada al analisis de un perfil abierto de paredes delgadas Pág. 89 
 
ii. Diagonalización de las matrices 
 
 La etapa de diagonalización es necesaria ya que las matrices presentes en la 
ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada no son diagonales. Entonces, el 
sistema está fuertemente acoplado y su resolución se complica. 
 
Antes de presentar las varias fases del proceso de diagonalización, se recuerda que 
para un perfil constituido por una sola capa sUV  1t de  material isotrópico elástico 
lineal, la ecuación de la T.V.G. se simplifica ya que algunas matrices se anulan. Se 
realizara entonces el siguiente estudio con la ecuación simplificada: 
 !L%#6, q !M%#6, m !J%#6  Ä%     (8.72) 
La primera etapa consiste en la diagonalización simultánea de las matrices !L%# y !J%# resolviendo el sistema de valores y vectores propios del sistema siguiente: 
 J% q -. L%X  0        (8.73) 
Se obtienen entonces U m 1 vectores propios ortogonales notados X que están 
asociados a U m 1 valores propios -. Conociendo el vector proprio X, se conoce la 
amplitud del desplazamiento longitudinal %  de cada nodo B.  
 
X  ' T(T)     z     £
T  T(T  T ¡    (8.74) 
De los U m 1 valores propios -, que se pueden ordenar por orden decreciente -T * + * -Ç * 0, se observa que: 
 
- Cuatro de ellos son nulos -¸®T,…,Ö±  0 y los vectores propios respectivos 
corresponden a los modos de deformación como un sólido rígido de la 
sección (axil, flexión, torsión). Estos vectores propios, asociados a los valores 
propios -¸®T,…,Ö±, se pueden determinar realizando una serie de operaciones 
adicionales y posteriores al proceso de diagonalización a partir de las 
matrices de la T.V.G. Como alternativa, se pueden determinar directamente a 
partir de la teoría clásica de vigas. 
 
En la Fig.  8.6 siguiente se representan los desplazamientos nodales 
asociados a los movimientos de la sección como un sólido rígido.  
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Movimiento de la sección Desplazamiento nodal
 
 
 
 
- Los vectores propios asociados a los valores propios no nulos -T * + *-Ç * 0 corresponden a los modos de deformación distorsiónales de la 
sección. La Fig. 8.7 siguiente permite visualizar el modo de distorsión de la 
sección así como el desplazamiento nodales asociado. 
Movimiento de la sección Desplazamiento nodal
 
Fig.  8.6. Movimiento de la sección y desplazamiento nodal asociado 
[elaboración propia] 
Fig. 8.7. Distorsión de la sección y desplazamiento nodal asociado 
[elaboración propia] 
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Una vez determinados los U m 1 vectores X correspondientes a los modos de 
deformación rígida y distorcional de la sección, se puede realizar el cambio de base 
de las matrices !J%# y !L%#. Ya que no se pueden diagonalizar más de dos 
matrices a la vez, !M%# no podrá ser diagonal. Cabe notar, no obstante, que 
después el cambio de base, los términos fuera de su diagonal son despreciables.  
 
Se obtiene entonces la ecuación de la T.V.G. desacoplada, donde cada modo puede 
estudiarse separadamente. Notando !JP%#, ILQ%K y IMR%K las matrices diagonales, se 
obtiene la siguiente ecuación: 
 ILQ%K6P, q IMR%K6P, m !JP%#6P  ÄX%     (8.75) 
 En este apartado se ha estudiado de manera teórica el planteamiento y el 
desacoplamiento de la ecuación de la Teoría de la Viga Generalizada. A continuación se 
aplica este estudio a un ejemplo.  
8.2. Aplicación a un problema real 
 En este apartado se aplica este proceso teórico al ejemplo que ya se ha presentado 
en el apartado 6.2. El perfil utilizado para el cálculo está formado por una sola capa de 
material isotrópico elástico lineal. Por lo tanto, se calculan únicamente las matrices !J%#, !L%# y !M%# ya que las otras dos son nulas.  
Las dimensiones del perfil estudiado están presentadas en la siguiente Fig. 8.8. 
 
2
3 4
51 6
1,31 cm1,31 cm
8,97 cm
6,88 cm6,88 cm
t = 0.167 cm
L= 200 cm
E = 20000 KN/cm2
 = 0.3
 
 
Fig. 8.8. Geometría y dimensiones del perfil estudiado [elaboración propia] 
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Se siguen entonces las siguientes etapas: 
i. Calculo de las matrices !J%#, !L%# y !M%#, 
ii. Resolución del problema de vectores y valores proprio J% q -. L%X  0, 
iii. Obtención de los vectores propios asociados a los valores propios nulos utilizando la 
teoría clásica de vigas, 
iv. Diagonalización y obtención de !JP%#, ILQ%K y IMR%K. 
Estas mismas matrices obtenidas servirán en el ejemplo tratado en el apartado (9). 
i. Calculo de las matrices !J%#, !L%# y !M%# 
 
Estas matrices se han obtenido a partir de los procesos de cálculo explicados en el 
apartado (8.1). En el caso concreto del presente ejemplo, se pueden consultar en el 
Anexo A, todas las fases de cálculo relacionadas con la obtención de dichas 
matrices. 
  (8.76) 
 (8.77) 
 (8.78) 
Se puede observar que las matrices obtenidas no son diagonales. Por lo tanto es 
necesario desacoplar la ecuación de la T.V.G. resolviendo el siguiente problema de 
valores y vectores propios. 
 
ii. Resolución del problema de vectores y valores proprio J% q -. L%X  0 
Se presentan entonces los valores propios ®-T, … , -¢± obtenidos, asociados a los 
vectores propios ®YVT, … , YV¢±. 
 
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.0258789 −0.0307471 0.00973645 −0.00973625 0.0121908 −0.00732283
−0.0307471 0.0370428 −0.0125915 0.0125913 −0.0184862 0.0121908
0.00973645 −0.0125915 0.00571034 −0.00571034 0.0125913 −0.00973625
−0.00973625 0.0125913 −0.00571034 0.00571034 −0.0125915 0.00973645
0.0121908 −0.0184862 0.0125913 −0.0125915 0.0370428 −0.0307471
−0.00732283 0.0121908 −0.00973625 0.00973645 −0.0307471 0.0258789
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.0733751 0.0359943 −0.0000184256 0.0000541549 −0.000056436 0.0000363651
0.0359943 0.45643 0.19147 −0.0000598423 0.0000870786 −0.000056436
−0.0000184256 0.19147 0.882392 0.249637 −0.0000598423 0.0000541549
0.0000541549 −0.0000598423 0.249637 0.882392 0.19147 −0.0000184256
−0.000056436 0.0000870786 −0.0000598423 0.19147 0.45643 0.0359943
0.0000363651 −0.000056436 0.0000541549 −0.0000184256 0.0359943 0.0733751
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjjjj
0.000186797 −0.000183646 0.0000172132 −0.0000249832 0.0000125961 −7.97658×10−6
−0.000183646 0.000182883 −0.0000174129 0.000025183 −0.0000196031 0.0000125961
0.0000172132 −0.0000174129 1.58025×10−6 −1.58042×10−6 0.000025183 −0.0000249832
−0.0000249832 0.000025183 −1.58042×10−6 1.58025×10−6 −0.0000174129 0.0000172132
0.0000125961 −0.0000196031 0.000025183 −0.0000174129 0.000182883 −0.000183646
−7.97658×10−6 0.0000125961 −0.0000249832 0.0000172132 −0.000183646 0.000186797
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzzzz
!J%#
, 
!L%#
, 
!M%#
, 
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,VÝ    (8.79) 
            
YVÇ YV¢ YVÖ 
 
YVÈ YVa YVT  (8.80) 
Se puede observar que hay cuatro valores propios nulos o despreciables. Estos 
valores propios notados  -¸®T,…,Ö± están asociados a cuatro vectores propios ®YVT, … , YVÖ±. Como se ha visto precedentemente, será necesario recalcular estos 
cuatro vectores utilizando la teoría clásica de vigas. 
 
Los otros dos vectores propios presentes, relacionados al los valores propios no 
nulos -¸®Ç,¢±, representan los modos de deformación distorsiónales de la sección. 
Se observa un modo de deformación simétrico, que corresponde al vector propio 
simétrico YV¢, y un modo de deformación antimétrico que corresponde al vector 
propio YVÇ. La Fig. 8.9 siguiente presenta estos dos modos de deformación. 
 
Modo simétrico Modo antimétrico
 
 
 
 
iii. Obtención de los vectores propios asociados a los valores propios nulos utilizando la 
teoría clásica de vigas 
 
Estos vectores, formados por los desplazamientos longitudinales de los nodos, 
representan los movimientos de la sección como un sólido rígido. Se presentan en la 
80.807, 0.354, −1.13×10−15, 4.37×10−16, −2.52×10−16, 0.<
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.666562
−0.212525
0.102609
−0.102609
0.212525
−0.666562
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.687421
0.163373
−0.0276029
−0.0276029
0.163373
−0.687421
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.604825
0.425653
−0.0931041
0.122583
−0.36498
−0.544152
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.271715
−0.426273
−0.337623
0.169721
−0.465727
−0.620295
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.531607
−0.321513
0.621641
−0.139084
−0.410142
−0.200063
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.0980455
0.143252
−0.0502517
−0.960313
−0.0311421
0.210168
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
Fig. 8.9. Modos de deformación distorsiónales [elaboración propia] 
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Fig. 8.10 siguiente dichos vectores ®YZVT, … , YZVÖ±, asociados a los respectivos 
movimientos de la sección. 
  
Axil
 
Flexión
 
 
Flexión
 
 
Torsión
 
 
  
 
La obtención del vector YZVÖ se hace a partir de las coordenadas sectoriales de la 
sección. Se ha utilizado el programa de cálculo: CUFSM 3.12. 
 
 
 
 
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
1
1
1
1
1
1
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
3.175
4.485
4.485
−4.485
−4.485
−3.175
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
4.3017
4.3017
−2.5783
−2.5783
4.3017
4.3017
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−28.8471
−15.2865
15.5702
−15.5702
15.2865
28.8471
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
Fig. 8.10. Modos de deformación como un sólido rígido [elaboración propia] 
YZVT 
YZVa 
YZVÈ 
YZVÖ 
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iv. Diagonalización y obtención de !JP%#, ILQ%K y IMR%K 
En esta última etapa se diagonalizan las matrices !JP%#, ILQ%K y IMR%K utilizando la 
base formada por los vectores calculados anteriormente ®YVT, … , YVÖ, YVÇ, YV¢±. 
Se define entonces la matriz Ë de cambio de base formada por los vectores 
precedentes. El orden en que se escriben dichos vectores no tiene importancia. 
 Ë  IYVÇ YV¢ YVT YVa YVÈ YVÖK   (8.81) 
Se obtiene entonces la siguiente matriz Ë. 
 
 (8.82) 
Se realiza el cambio de base de las matrices:  
!JP%#  Ël . !J%#. Ë   ;    ILQ%K  Ël . !L%#. Ë   ;    IMR%K  Ël . !M%#. Ë (8.83) 
Se obtienen entonces las siguientes matrices !JP%#, ILQ%K y IMR%K: 
    (8.84) 
   (8.85) 
  (8.86) 
Se puede observar que las matrices no se pueden diagonalizar totalmente y que 
quedan términos fuera de la diagonal que no son siempre despreciables. La 
diagonalización de !L%# permite obtener resultados bastante satisfactorios ya que 
hay un orden de magnitud entre el termino más pequeño de la diagonal y el más 
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
1. 1. 1 3.175 4.3017 −28.8471
−0.318838 −0.237661 1 4.485 4.3017 −15.2865
0.153937 0.0401542 1 4.485 −2.5783 15.5702
−0.153937 0.0401542 1 −4.485 −2.5783 −15.5702
0.318838 −0.237661 1 −4.485 4.3017 15.2865
−1. 1. 1 −3.175 4.3017 28.8471
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.14993 0. 0. 0.00052 0. 0.00538
0. 0.05685 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0.
0.00052 0. 0. 0. 0. 0.00002
0. 0. 0. 0. 0. 0.
0.00538 0. 0. 0.00002 0. 0.00019
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
0.1858 0. 0. 0.0006 0. 0.0067
0. 0.1606 0. 0. 0. 0.
0. 0. 4.2335 0. 0. 0.
0.0006 0. 0. 62.7535 0. 0.0369
0. 0. 0. 0. 28.8296 0.
0.0067 0. 0. 0.0369 0. 523.504
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjj
0.000715 0. 0. −0.000218 0. −0.005296
0. 0.000537 0. 0. 0.000132 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0.
−0.000218 0. 0. −2.×10−6 0. −0.000029
0. 0.000132 0. 0. 0. 0.
−0.005296 0. 0. −0.000029 0. 0.038922
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzz
Ë  
!JP%# 
, 
ILQ%K 
, 
IMR%K 
, 
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grande fuera de la diagonal. En el caso de !J%# y !M%# la situación es diferente ya 
que se obtienen algunos términos fuera de la diagonal superiores a los de la 
diagonal. Se puede hablar en estos casos de “diagonalización aproximativa”. 
 
En cuanto al valor de los términos presentes en las matrices diagonalizadas se 
observa que aparecen las siguientes propiedades geométricas de la sección: 
 
- El área    S  LQÈÈ  4.233 .,a 
- Inercia a flexión    LQÖÖ  62.75 .,Ö 
- Inercia a flexión  	  LQÇÇ  28.82 .,Ö 
- Modulo de alabeo    LQ¢¢  523.50 .,¢ 
- Inercia a torsión  l  MR¢¢  0.0389 .,Ö 
 La diagonalización de las matrices !JP%#, ILQ%K y IMR%K, permite desacoplar el 
sistema y estudiar separadamente cada modo. De esta manera, la ecuación de equilibro de 
la T.V.G. siguiente: 
ILQ%K6, q IMR%K6, m !JP%#6  ÄX%     (8.87) 
Se transforma en un sistema de 6 ecuaciones diferenciales independientes donde los 
coeficientes JP%, LQ% y MR%, son los que aparecen en las matrices !JP%#, ILQ%K y IMR%K. 
§¨©¨
ª LQTT6T, q MRTT6T, m JPTT6T  ÄXT(LQ6, q MR6, m JP6  ÄX(LQ¢¢6¢, q MR¢¢6¢, m JP¢¢6¢  ÄX¢
¡
     (8.88) 
 En este apartado se ha mostrado como obtener las matrices necesarias a la 
resolución de un problema aplicando la Teoría de la Viga Generalizada. El siguiente paso 
consiste en aplicar estos resultados en el estudio de un perfil sometido a una carga real.  
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9. Aplicación a un cálculo de viga 
9.1. Presentación del método de resolución 
 La utilización de la Teoría de la Viga Generalizada para la obtención de las 
deformaciones y de los esfuerzos de sección necesita tres principales etapas, algunas de 
las cuales ya se han realizado en este trabajo. La primera etapa consiste en la obtención, 
para cada modo , de los vectores de desplazamiento nodal X así como los coeficientes de 
las matrices de la T.V.G. !JP%#, ILQ%K y IMR%K asociados al modo . Esta primera etapa ya se 
ha realizado en el apartado anterior. En la segunda etapa se resuelve la ecuación de 
equilibrio de la T.V.G. teniendo en cuenta las condiciones de contorno y la carga aplicada. 
Esta última fase resulta fácil ya que el sistema, después de la diagonalización, no está 
acoplado. La tercera etapa combina los resultados obtenidos en las etapas 2 y 3 para 
obtener los esfuerzos de sección y las deformaciones. 
La resolución de la ecuación de la T.V.G. una vez conocidos todos los términos que 
intervienen, puede realizarse de varias maneras. El método clásico consiste en una 
resolución directa. Se utilizará aquí otro método basado en una analogía. En efecto, la forma 
de la ecuación diferencial de la T.V.G. es idéntica a la ecuación diferencial del 
desplazamiento transversal de una viga cargada axialmente sobre un cimiento elástico. La 
Fig. 9.1 siguiente presenta el objeto de esta analogía. 
 
q
k k k k k k
NN
 
 
A continuación se demuestra el origen de esta analogía. Para esto se parte del equilibrio de 
un elemento de viga cargada axialmente y transversalmente y apoyada sobre un cimiento 
elástico. La Fig. 9.2 siguiente presenta dicho equilibrio: 
q
k k
NN
M M+dM
T
T+dT
v+dvv
+
 
Fig. 9.1. Viga cargada axialmente sobre un cimiento elástico [elaboración propia] 
Fig. 9.2. Equilibrio de un elemento de viga de longitud + [elaboración propia] 
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Se escribe el equilibrio de las fuerzas verticales: 
∑ O  0   ½   q Ä. + q  m + m . . +  0    ½  qÄ. + q + m . . +  0       
½  =l=  .  q Ä        (9.1) 
Se escribe el equilibrio de momentos: 
∑   0            
 m 0.  m Ä. =_a m  m +. + q  m + q 0 m + q . . =_a  0  
Despreciando los términos de segundo orden se obtiene: 
. + q + q 0+  0       
½     == m 0 ==        (9.2) 
Sabiendo que la relación entre el momento y la flecha es la siguiente: 
  q =_=_         (9.3) 
Entonces utilizando las ecuaciones (9.1), (9.2) y (9.3) se obtiene: 
  q =É=É m 0 ==        
z   .  q Ä  q =Ù=Ù m 0 =_=_      
 ½    =Ù=Ù q 0 =_=_ m .   Ä       (9.4) 
Se puede observar el origen de la analogía entre la viga cargada axialmente y apoyada 
sobre un cimiento elástico, y la ecuación de la T.V.G., si se considera que el material es 
elástico isotrópico lineal y el perfil está formado por una sola capa. Para adaptarse a la 
nomenclatura del artículo que presenta este ejemplo [J. M. DAVIES & P. LEACH, p. 485] se 
ha reformulado de la siguiente manera la ecuación de la T.V.G. sacando los factores 
comunes  y . 
L%Y% q M%Y% m J%Y%  Ä%      (9.5) 
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De este modo, si se desea estudiar el comportamiento de un perfil utilizando la T.V.G. es 
suficiente resolver con el método de los elementos finitos o diferencias finitas el problema de 
la viga cargada axialmente sobre un cimiento elástico. El estudio de cada modo se realiza 
haciendo variar en la expresión (9.4) el valor de , 0,  y Ä. De esta manera, si se desea 
estudiar el modo B, entonces se utilizan los siguientes valores: 
0Ä  
//// 
L%M%J%Ä%         (9.6) 
El resultado que se obtiene mediante la analogía es el momento % en el perfil así como el 
desplazamiento transversal %. Es a partir de estos dos datos se deducen los esfuerzos así 
que las deformaciones en el perfil estudiado con la T.V.G. En efecto, existe una relación 
directa entre el momento % y el término [% asociado a los esfuerzos que provocan el 
desplazamiento longitudinal de los nodos en el modo B. 
% / [%        (9.7) 
Es posible explicitar la expresión de [% con el fin de estudiar la relación entre este término y 
las tensiones nodales del modo B. 
[%   $%X%+S0         (9.8) 
La interpretación física de la expresión de [% puede realizarse considerando algunos modos 
simples de deformación como es el caso del axil y de la flexión. Los valores utilizados son 
los del ejemplo presentado en el apartado (8.2). 
i. En el caso del axil, el esfuerzo en la sección es 0 y el vector propio asociado es: 
YZVT  ®1, 1, 1, 1, 1, 1±        (9.9) 
De este modo, [% se escribe: [T   $T. 1. +S0   $T+S0  0      (9.10) 
 
ii. En el caso de la flexión respeto al eje fuerte , el esfuerzo en la sección es el 
momento  y el vector propio asociado es: 
 YZVa  ®3.175, 4.485, 4.485, q4.485, q4.485, q3.175±   (9.11) 
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Se observa que cada componente de este vector YZVa representa la distancia 
absoluta respeto al eje de flexión (eje neutro), que en este caso, por razones de 
simetría, se sitúa en el medio del perfil. De este modo, [% se escribe: 
 [a   $a. . +S0          (9.12) 
Se reconoce en este caso, también, la formulación del momento . 
Posteriormente se presentará más en detalle la relación entre [% y $%. A continuación se 
aplica este método de resolución con un ejemplo. 
9.2. Resolución del ejemplo utilizando la analogía 
 Como ejemplo de aplicación de la T.V.G., se considera un perfil en C simplemente 
apoyado en sus extremos, y sometido a una carga puntual no centrada, situada a un tercio 
de la longitud total del perfil. La Fig. 9.3 siguiente presenta esta configuración: 
1,0 KN
800 mm
400 mm
 
 
La sección del perfil tiene las dimensiones presentadas en la siguiente Fig. 9.4: 
2
3 4
51 6
1,31 cm1,31 cm
8,97 cm
6,88 cm6,88 cm
t = 0.167 cm
L= 200 cm
 
Fig. 9.3. Presentación del ejemplo [elaboración propia] 
Fig. 9.4. Geometría y dimensiones del perfil estudiado [elaboración propia] 
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Se estudiará en detalle únicamente el modo correspondiente a la distorsión antimétrica de la 
sección, ya que se trata de un modo de deformación que las teorías clásicas no permiten 
tener en cuenta. Se trata del modo de deformación 5. 
Para resolver este ejemplo se necesita conocer el valor de los términos que intervienen en la 
ecuación de la T.V.G. para este modo. Por lo tanto es suficiente utilizar los valores 
calculados en el apartado anterior: 
0Ä
 
//////
 
20000 '0/.,a7692.3 '0/.,aLÇ        0.1859 .,ÖMÇ     7692.3 2 0.000715  5.4999 '0JÇ        0.149 '0/.,aÄÇ
   (9.13) 
La determinación de ÄÇ no se ha tratado en este trabajo. Por lo tanto se utilizará el valor 
calculado en el artículo [J. M. DAVIES & P. LEACH, p. 487].  
ÄÇ  0.0687 '0        (9.14) 
La resolución del problema consiste en realizar la analogía presentada anteriormente y 
calcular, mediante el método de los elementos finitos o de las diferencias finitas, el valor del 
momento Ç y el valor del desplazamiento transversal Ç. Se realiza a continuación este 
estudio con el método de los elementos finitos. En la Fig. 9.5 siguiente se presenta la 
configuración de carga y las condiciones en los enlaces. 
q
5
N
k
400 mm 800 mm
+
+
 
 
 
Se obtienen los siguientes valores para el momento Ç y el desplazamiento transversal Ç 
en la sección estudiada.  
 Ç  0.312 '0. .,Ç  0.0139 ., ¡        (9.15) 
Fig. 9.5. Presentación del modelo utilizado en el programa de cálculo por 
elementos finitos  [elaboración propia] 
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La Fig. 9.6 siguiente presenta el diagrama de momentos obtenido. Se puede observar que la 
presencia de un cimiento elástico tiene una fuerte influencia en el resultado. 
 
 
Si se realiza este mismo estudio para la totalidad de los modos de deformación, se obtiene 
la siguiente Tabla 9.7. Como valores de los Ä% se utilizarán los valor calculado en el artículo 
[J. M. DAVIES & P. LEACH, p. 487].  
§¨©¨
ªÄT  0 '0Äa  0 '0ÄÈ  1.0 '0ÄÖ  4.485 '0ÄÇ  0.0687 '0Ä¢  0.0404 '0
¡
        (9.16) 
 
Modo 1 2 3 4 5 6 % (KN.cm) 0 0 26.67 116.1 0.312 0.2172 % (cm) 0 0 0.04933 0.01172 0.0139 0.01762 
 
Fig. 9.6. Diagrama de momentos flectores en el perfil  [elaboración propia] 
Tabla 9.7. Momentos y deformaciones para los varios modos  [elaboración propia] 
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 La utilización de la analogía permite obtener con facilidad el valor de los momentos %  y de los desplazamientos transversales % asociados a cada modo B. A continuación se 
presenta como calcular las tensiones y los corrimientos nodales del perfil real estudiado, a 
partir de los valores calculados mediante la analogía. 
9.3. Obtención de las tensiones y desplazamientos nodales 
 El cálculo de las tensiones y corrimientos nodales se realiza utilizando los resultados 
de la analogía presentada precedentemente.  
i. Expresión de las tensiones 
La tensión $%) en el nodo / asociada al modo de deformación B se calcula con la 
siguiente expresión, donde interviene el esfuerzo interno [%, así que el componente / del vector propio asociado al modo B. 
$%)  3â.4âi5â          (9.17) 
Es posible interpretar físicamente esta expresión si se considera el caso del axil o de 
la flexión. En el caso del axil, que corresponde al modo de deformación 1, se tiene: 
 
£LT  S[T  0XT  YVT  ®1, 1, 1, 1, 1, 1±¡      (9.18) 
De esta manera se obtiene la expresión clásica de la tensión en un nodo /: 
 $T)  3º.4ºi5º  î.T0  î0        (9.19) 
En el caso de la flexión según el eje fuerte, que corresponde al modo 2, se tienen los 
siguientes valores: 
 
£La  [a  Xa  YVa  ®3.175, 4.485, 4.485, q4.485, q4.485, q3.175± ¡ (9.20) 
Si se desea conocer la tensión en el nodo 3, se obtiene la siguiente expresión: 
 $aÈ  3_.4_É5_  f.Ö.Ö6Çef  f.	Éef  f.dÉ aef      (9.21) 
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ii. Expresión de los desplazamientos 
 
Los desplazamientos verticales y horizontales de los nodos están relacionados con 
el desplazamiento longitudinal de los mismos. Para cada modo de deformación 
existe una combinación de U m 1 desplazamientos nodales, que corresponden a los 
vectores propios X%. De esta manera, si se estudia el modo B, entonces se pueden 
conocer los desplazamientos nodales longitudinales asociados. La Fig. 9.8 siguiente 
presenta los desplazamientos nodales asociados al modo 4. 
 
 
Torsión
 
 
 
 
Como se ha mostrado en el apartado (6.1.5), los desplazamientos nodales 
longitudinales provocan unos desplazamientos transversales, con el fin de asegurar 
la compatibilidad geométrica de la sección. De esta manera, si se desplazan 
longitudinalmente todos los nodos de la sección, la configuración final será la suma 
de los desplazamientos transversales asociados al desplazamiento de cada nodo.  
 
A continuación se distinguen los desplazamientos horizontales \) de los verticales ] )  para cada nodo /. Por lo tanto, se tienen que obtener las matrices !\# y !]# que 
relacionan el movimiento unitario de cada nodo con los desplazamientos 
transversales de la totalidad de los nodos. 
 
!\#  
óôô
ôõ \T7T  1 … \T7)  1 … \T7T  1(  (  (\)7T  1 … \)7)  1 … \)7T  1(  (  (\T7T  1 … \T7)  1 … \T7T  1øù
ùùú (9.22) 
!]#  
óôô
ôõ ] T7T  1 … ] T7)  1 … ] T7T  1(  (  (] )7T  1 … ] )7)  1 … ] )7T  1(  (  (] T7T  1 … ] T7)  1 … ] T7T  1øù
ùùú (9.23) 
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−28.8471
−15.2865
15.5702
−15.5702
15.2865
28.8471
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
Fig. 9.8. Desplazamiento longitudinal de los nodos en el modo 4 
[elaboración propia] 
XÖ  YZVÖ 
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En el caso del ejemplo estudiado, se obtienen las siguientes matrices: 
 
 
  (9.24) 
De esta manera, para conocer el desplazamiento de los nodos / de la sección para 
un modo B en particular, es suficiente realizar la siguiente operación: 
  !\# . X%  ®\%)±T7)7¢!]#. X%  ®]%)±T7)7¢ ¡        (9.25) 
Si se realiza la operación precedente para la totalidad de los modos, se obtienen las 
siguientes matrices !\%)# y !]%)#: 
 
!\#. !XT, … , X% , … , XT#  !\%)#  
óôô
ôõ \TT … \%T … \TT(  (  (\T) … \%) … \T)(  (  (\TT … \%T … \TTøù
ùùú  (9.26) 
 
 (9.27) 
A partir de los resultados precedentes es posible conocer el desplazamiento relativo, 
horizontal y vertical, de los nodos. Pero no se tiene, por el momento, ninguna 
información sobre la amplitud real de los desplazamientos. Este último elemento, 
necesario al cálculo, se obtiene mediante la analogía presentada precedentemente. 
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.771349 0.755369 −0.000171947 −0.000171947 0. 0.
−0.763359 0.763359 0 0. 0. 0.
0 0 0.111483 −0.111483 0. 0.
0. 0. 0.111483 −0.111483 0 0
0. 0. 0. 0 −0.763359 0.763359
0. 0. 0.000171947 0.000171947 −0.755369 0.771349
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj
−0.144462 0.289811 −0.166573 0.0212243 0 0
0 0.145349 −0.145349 0 0 0
0. 0.145349 −0.145349 0. 0. 0.
0. 0. 0. −0.145349 0.145349 0.
0 0 0 −0.145349 0.145349 0
0 0 0.0212243 −0.166573 0.289811 −0.144462
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjjj
−0.0163234 −0.938798 −0.0678526 10.7042 1.01219 0.950884
0. −1. 0. 10.3516 1.00675 0.94478
−2.35922×10−16 −1. 6.08292×10−16 3.47162 −0.0343227 4.82123×10−16
2.35922×10−16 −1. −6.08292×10−16 3.47162 −0.0343227 4.63176×10−16
0. −1. 0. 10.3516 1.00675 −0.94478
0.0163234 −0.938798 0.0678526 10.7042 1.01219 −0.950884
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjjj
−1.73472×10−17 0.00113631 1. −3.18692 0.265774 0.219176
0. 0. 1. −4.48499 0.0687173 0.0403802
0. 0. 1. −4.48499 0.0687173 0.0403802
0. 0. 1. 4.48499 −0.0687173 0.0403802
0. 0. 1. 4.48499 −0.0687173 0.0403802
−1.73472×10−17 −0.00113631 1. 3.18692 −0.265774 0.219176
y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzzz
!]#  
!\%)#  
!\#  
!]%)#  
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De esta manera, los desplazamientos transversales %) y %), asociados al nodo / y 
al modo B se obtienen realizando el siguiente cálculo: 
 %)  %. \%)          (9.28) 
%)  %. ]%)          (9.29) 
Se han entonces presentado las expresiones necesarias para determinar las tensiones en 
los nodos así que sus desplazamientos transversales. A continuación se calculan los 
desplazamientos y tensiones en el nodo 1 para el modo de deformación 5 tratado en este 
ejemplo. 
§¨¨
©¨
ª¨LÇ  0.1859 .,Ö\ÇT  1.01219 .,]ÇT  0.265774 .,X%Ç  YVÇT   1  , q0.3186, 0.1537, q0.1537, 0.3186, q1  1 .,[Ç  Ç  0.312 '0. .,Ç  0.0139 .,
¡
 (9.30) 
$ÇT  3Û.4Ûº5Û  :.ÈTa Ýî.(Þ2T (Þ:.T6Ç8 (ÞÙ  1.678 '0/.,a    (9.31) ÇT  Ç. \ÇT  0.0139 ., 2 1.01219 .,  0.141 .,   (9.32) 
ÇT  Ç. ]ÇT  0.0139 ., 2 0.265774 .,  0.00369 .,  (9.33) 
Si se realiza este mismo estudio para todos los nodos y para todos los modos de 
deformación, se pueden obtener las siguientes tablas: 
 
  
Nodo 
 
 
 
1 2 3 4 5 6 
 
M
o
d
o
 
1 0 0 0 0 0 0 
 
2 0 0 0 0 0 0 
 
3 3.979 3.979 -2.385 -2.385 3.979 3.979 
 
4 -6.395 -3.389 3.451 -3.451 3.389 6.395 
 
5 1.678 -0.515 0.248 -0.248 0.515 -1.678 
 
6 -1.351 0.321 -0.054 -0.054 0.321 -1.351 
 
 
        σ -2.089 0.396 1.26 -6.138 8.204 7.345 KN/cm
2
 
 
Tabla 9.9. Tensión nodal longitudinal $%)  [elaboración propia] 
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Nodo 
 
 
 
1 2 3 4 5 6 
 
M
o
d
o
 
1 0 0 0 0 0 0 
 
2 0 0 0 0 0 0 
 
3 0 0 0 0 0 0 
 
4 -0.1213 -0.1213 -0.0407 -0.0407 -0.1213 -0.1213 
 
5 0.0141 0.0141 -0.0005 -0.0005 0.0141 0.0141 
 
6 -0.0167 -0.0167 0 0 0.0167 0.0167 
 
 
        v -0.1239 -0.1239 -0.0412 -0.0412 -0.0905 -0.0905 cm 
 
 
  
Nodo 
 
 
 
1 2 3 4 5 6 
 
M
o
d
o
 
1 0 0 0 0 0 0 
 
2 0 0 0 0 0 0 
 
3 -0.0493 -0.0493 -0.0493 -0.0493 -0.0493 -0.0493 
 
4 0.0372 0.0525 0.0525 -0.0525 -0.0525 -0.0372 
 
5 0.00369 0.001 0.001 -0.001 -0.001 -0.00369 
 
6 -0.0044 -0.0007 -0.0007 -0.0007 -0.0007 -0.0044 
 
 
        w -0.01281 0.0035 0.0035 -0.1035 -0.1035 -0.09459 cm 
 
 
Si se desea conocer las tensiones o deformaciones en otra sección del perfil, es suficiente 
utilizar los valores de [% y % que le corresponden. La obtención de estos valores se hace 
mediante la analogía presentada en el apartado precedente. 
Con estos resultados se termina la aplicación de la Teoría de la Viga Generalizada al 
ejemplo estudiado ya que se conocen ahora las tensiones así que las deformaciones en los 
nodos. A continuación se comparan los resultados precedentes a los que se calculan  con 
un programa de cálculo por elementos finitos. 
En la Fig. 9.12 siguiente se presenta la deformada del perfil al aplicar la carga no centrada. 
Se puede observar la distorsión de la sección que las teorías clásicas no permiten tener en 
cuenta. 
Tabla 9.11. Desplazamiento vertical de los nodos %) [elaboración propia] 
Tabla 9.10. Desplazamiento horizontal de los nodos %) [elaboración propia] 
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Es posible obtener las tensiones en la sección estudiada así que los desplazamientos 
nodales. En la Fig. 9.13 siguiente se presentan las tensiones en el perfil. 
 
Fig. 9.12. Deformación del perfil  [elaboración propia] 
Fig. 9.13. Tensiones en el perfil  [elaboración propia] 
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En la Fig. 9.14 siguiente se presenta la parte de la sección que está sometida a la máxima 
tensión. 
 
 
En la siguiente Fig. 9.15 se comparan los resultados obtenidos mediante el cálculo por 
elementos finitos (E.F.) con los que se han obtenido mediante la T.V.G. 
 
Nodo 1 2 3 4 5 6 
       
σ (KN/cm
2
) 
      T.V.G. -2.089 0.396 1.26 -6.138 8.204 7.345 
E.F. -2.226 0.432681 1.169 -7.706 8.283 6.978 
% -6.6 -9.3 7.2 -25.5 -1.0 5.0 
v (cm) 
      
T.V.G. -0.1239 -0.1239 -0.0412 -0.0412 -0.0905 -0.0905 
E.F. -0.1199 -0.11991 -3.54E-02 -3.52E-02 -8.66E-02 -8.64E-02 
% 3.2 3.2 14.0 14.6 4.3 4.5 
w (cm) 
      
T.V.G. -0.01281 0.0035 0.0035 -0.1035 -0.1035 -0.09459 
E.F. -1.12E-02 4.36E-03 4.28E-03 -0.11077 -0.11011 -0.10196 
% 13 -25 -22 -7 -6 -8 
Fig. 9.14. Detalle de las tensiones en el perfil  [elaboración propia] 
Fig. 9.15. Tabla comparativa de las tensiones y deformaciones nodales 
[elaboración propia] 
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 Se puede observar que los resultados obtenidos mediante la T.V.G. son bastante 
parecidos a los que se calculan con el método de los elementos finitos (diferencia media del 
9%). Si se estudian las tensiones, se observa que los resultados parecen ser más precisos. 
En efecto, hay una diferencia de 1% en el punto de tensiones máximas, punto más 
importante del perfil ya que permite su dimensionamiento. 
Los resultados obtenidos con los E.F. varían de un 5%  en función de las condiciones en los 
enlaces utilizadas, ya que hay una multitud de maneras para simular una viga simplemente 
apoyada. Sería interesante realizar un ensayo experimental que permita obtener tener datos 
suplementares para realizar estas comparaciones. 
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10. Presupuesto 
 El proyecto se ha llevado a cabo a lo largo de casi un año. Para calcular el 
presupuesto de realización de este proyecto se han tenido en cuenta principalmente las 
horas invertidas, el material utilizado y las licencias informáticas.  
 Los costes generados por inversión de tiempo, hacen referencia a las horas de 
ingeniero distinguiendo las horas dedicadas por el director del proyecto y por el autor del 
mismo. 
i. Horas impartidas 
Cualificación Días dedicados Horas/dia Total Horas €/hora Total (€) 
Director del 
Proyecto 
220 0,5 110 60,00 6600,00 
Estudiante ingeniero 220 4 880 30,00 26400,00 
Subtotal 
   
€ 33.000,00 
 
ii. Material utilizado 
Material Vida útil (año) Precio (€) 
Coste 
amortizado Total (€) 
Coste Hardware 5 1700,00 340,00 340,00 
Coste Software 
AutoCAD 2007 2 1638,00 819,00 819,00 
CUFSM 3.12 4 0,00 0,00 0,00 
Microsoft Office 5 600,00 120,00 120,00 
Mathematica 7.0 3 5287,00 1762,33 1762,33 
ANSYS 10.0 2 6000,00 3000,00 3000,00 
Material fungible 
Material de oficina 1 150,00 150,00 150,00 
Energía 1 100,00 100,00 100,00 
Mobiliario 8 300,00 37,50 37,50 
Subtotal 
  
€ 6.328,83 
 
iii. Total 
Tipo de coste Total (€) 
Horas invertidas 33000,00 
Material 6328,83 
Subtotal 39328,83 
Total (16% IVA) € 45.621,45 
Tabla 10.1. Coste de las horas invertidas [elaboración propia] 
Tabla 10.2. Coste del material utilizado [elaboración propia] 
Tabla 10.3. Coste total del proyecto [elaboración propia] 
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11. Estudio de impacto ambiental 
11.1. Introducción 
 Este capítulo se redacta con el objeto de definir todas las actuaciones encaminadas 
a adecuar el proyecto desde el punto de vista medioambiental. Aunque el presente proyecto 
se basa principalmente en la presentación y aplicación de una teoría científica, sin la 
implementación física de ningún sistema, el impacto ambiental no se puede considerar 
como nulo. 
El principal impacto ambiental del proyecto se debe al consumo energético y al consumo de 
material fungible. Se detallan a continuación dichos consumos. 
- Energía eléctrica  
Energía destinada a la iluminación de las salas de trabajo, a la alimentación del 
ordenador y de las impresoras, al acondicionamiento de los espacios de trabajo 
(calefacción en invierno y aire acondicionado en verano). 
 
- Consumo de material de oficina 
Como principal material de oficina utilizado se pueden mencionar el papel necesario 
a la impresión de documentos durante las diferentes fases del proyecto y la tinta 
para la impresión.  
 
- Consumo indirecto de material fungible  
Es importante tener en cuenta este tipo de consumo también si interviene de manera 
indirecta durante la realización del proyecto. Se da como ejemplo el consumo de 
agua sanitaria y detergente necesario a la limpieza de las salas de trabajo y lavabos 
utilizados.  
11.2. Acciones para minimizar el impacto ambiental 
 Por tal de minimizar el impacto ambiental del proyecto se podrá actuar sobre los 
gastos energéticos, utilizando sistemas de iluminación de bajo consumo y sistemas de 
acondicionamiento más eficaces. Se podrá también actuar sobre el consumo de material de 
oficina limitando las impresiones y por lo tanto el consumo de papel y tinta. Por cuestiones 
sanitarias, la limitación del consumo de agua para la limpieza parece ser más difícil. De 
manera general se separaran los residuos para facilitar la recuperación y el reciclaje.
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Conclusiones 
 Con la realización de este proyecto, se han determinado e interpretado las varias 
fases que intervienen en el estudio de un perfil utilizando la Teoría de la Viga Generalizada. 
Se ha obtenido la ecuación fundamental de equilibrio en el caso más general, y se han 
calculado todos los términos que intervienen en su expresión en el caso de un material 
isotrópico elástico lineal, compuesto por una sola capa.  
Se ha mostrado como obtener a partir de los resultados de la T.V.G. las tensiones y las 
deformaciones nodales en una sección cualquiera de un perfil, utilizando una analogía con 
una viga sometida a un esfuerzo axial, apoyada sobre un cimiento elástico.  
La aplicación de la T.V.G. al análisis lineal de un perfil de paredes delgadas, sometido a una 
carga no centrada, ha permitido comparar los resultados con los que se obtienen con el 
método de los elementos finitos. Se ha podido observar la eficacia de la T.V.G. en el estudio 
de este tipo de perfiles. Se ha puesto en evidencia el fenómeno de distorsión de la sección, 
que las teorías clásicas no permiten estudiar. 
Este estudio tiene una aplicación directa en el mundo de la ingeniería, ya que permite 
realizar un programa de cálculo, en el cual se introduce la sección del perfil, la carga 
aplicada y las condiciones en los enlaces, de modo a obtener las tensiones y las 
deformaciones en una sección cualquiera. De esta manera, se podría evitar la utilización de 
un programa de elementos finitos al momento de dimensionar perfiles de chapa delgada 
(correas de naves industriales, etc.). 
Se considera oportuno remarcar que no se ha presentado uno de los principales puntos 
fuertes de la T.V.G.: el estudio no lineal de perfiles. Este último paso no presenta reales 
dificultades ya que se basa en resultados que ya se han obtenido en este proyecto. 
Finalmente, cabe remarcar que con este proyecto se ha abierto una vía de estudio que 
puede ser profundizada en un futuro, tanto en Proyectos Final de Carrera como en otros 
estudios.  
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Relación de anexos  
ANEXO A  Hoja de cálculo para la resolución del problema de la T.V.G. aplicado 
   a un perfil en C monosimétrico 
 
